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Введение 
Задачи С4 из тренировочных, диагно-

стических, репетиционных и экзаменаци-
онных работ ЕГЭ 2010, 2011 и 2012 имеют 
характерную особенность. В отличие от 
практики единого экзамена прошлых лет 
и подавляющего большинства задач 
школьного учебника эти задачи содержат 
в условии некоторую неопределенность, 
которая позволяет трактовать условие не-
однозначно. В результате удается постро-
ить несколько чертежей, удовлетворяю-
щих условию задачи. Подобные задачи 
называют многовариантными. Перебор 
вариантов является частью решения задач 
такого типа. Заметим, что перебор может 
сократиться за счет дополнительной ин-
формации, указанной в условии задачи. 

Отметим, что в 2010 году процент при-
ступивших к выполнению задания С4 со-
ставил 14%, в 2011 году – 15,6%, в 2012 
году – 11,45%. При этом в 2011 году от 1 
до 3 баллов за задачу С4 смогли получить 
только 4,44% участников экзамена, а в 
2012 году – 1,99%. Большинство выпуск-
ников испытывали трудности с рассмот-
рением второго случая расположения гео-
метрических фигур. 

При проверке задачи С4 выставление 
баллов производится в соответствии со 
следующими критериями. 

 

Геометрические задачи на вычисление 
в большинстве случаев представляют со-
бой задачи на реализованные ситуации, то 
есть в них идет речь о некоторой заданной 
конфигурации и требуется вычислить ка-
кой-либо ее неизвестный элемент. Реали-
зованность ситуации в условии задачи 
подразумевает лишь существование соот-
ветствующей конфигурации, но не предо-
пределяет ее единственность. В таких за-
дачах какие-либо исследования соотно-
шений между числовыми данными, дока-
зывающие существование конфигурации, 
являются излишними.  

В данном пособии приведена некото-
рая классификация многовариантных 
планиметрических задач, которая не пре-
тендует на отражение в полном объеме 
всего многообразия подобных задач, но 
включают в себя большую часть, с кото-
рой придется столкнуться школьнику при 
подготовке к экзамену. 

В планиметрических задачах под кон-
фигурацией понимается конечное множе-
ство точек и прямых, принадлежащих 
одной плоскости и связанных между со-
бой отношением принадлежности. Иначе 
ее называют геометрической фигурой. 

Линейной считают фигуру, представ-
ляющую собой точку, отрезок, луч, пря-
мую. 

Прямолинейной фигурой считают лю-
бой многоугольник. 

Плоской геометрической фигурой на-
зывают любую совокупность точек и ли-
ний на плоскости. 

Настоящее пособие содержит четыре 
главы. В первой главе приведены основ-
ные теоремы и факты, необходимые для 
решения планиметрических задач и при-
ведены наборы тренировочных задач. 

Во второй, третьей и четвертой главах 
представлена методика подготовки к ре-
шению многовариантных планиметриче-
ских задач, начиная с простейших ситуа-
ций до достаточно сложных.  

В конце приведен большой набор уп-
ражнений, к которым приведены ответы. 

Желаем успеха! 

Авторы. 
  

Содержание критерия Баллы 
Рассмотрены все возможные 
геометрические конфигурации 
и получен правильный ответ 

3 

Рассмотрена хотя бы одна воз-
можная геометрическая конфи-
гурация, для которой получено 
правильное значение искомой 
величины 

2 

Рассмотрена хотя бы одна воз-
можная геометрическая конфи-
гурация, для которой получено 
значение искомой величины, 
неправильное из-за арифмети-
ческой ошибки 

1 

Решение не соответствует ни 
одному из критериев, перечис-
ленных выше 

0 

Максимальный балл 3 
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Рис. 2 

Т3. Сумма двух смежных углов равна 180°. 
Т4. Вертикальные углы равны. 
Т5. Углы с соответственно параллельны-
ми сторонами или равны, или в сумме со-
ставляют 180°. 
Т6. Углы с соответственно перпендику-
лярными сторонами или равны, или в 
сумме составляют 180°. 

Т1. Сумма двух сторон треугольника 
больше третьей стороны (неравенство 
треугольника): 

,
,
.

a b c
b c a
a c b

 
  
  

 

 
Рис. 1 

Т2. Во всяком треугольнике сумма углов 
равна 180° или   радиан (см. рис. 1), т.е. 

 . 

Т7. Во всяком треугольнике: 
1) против равных сторон лежат рав-

ные углы (и наоборот):  
ВAba  ; 

2) против большей стороны лежит 
больший угол (и наоборот): 

ВAba  . 

Глава 1. Основные определения и 
теоремы планиметрии 

1.1. Треугольник 
Стороны треугольника 

 
О1. Периметр тре-
угольника – сумма 
длин его сторон 
(см. рис.1):  

cbaP  . 
 

Следствие. Если выполняется равен-
ство АС + СВ = АВ, то точка С лежит на 
отрезке АВ между точками А и В. 

1. Найдите стороны треугольника, пе-
риметр которого равен 96 см, а стороны 
пропорциональны числам 3, 4, 5. 

2. Периметр треугольника АВС равен 
75 см. Найдите стороны треугольника, 
если сторона АС вдвое больше стороны 
АВ, а сторона ВС на 10 см меньше сторо-
ны АС.  

3. Периметр равнобедренного тре-
угольника равен 32 см. Основание отно-
сится к боковой стороне как 6:5. Опреде-
лите стороны треугольника. 

4. Может ли быть треугольник с таки-
ми сторонами: а) 5 м, 10 м, 12 м; б) 1 м,  
2 м, 3,3 м; в) 1,2 м, 1 м, 2,2 м? 

Углы треугольника 

Следствие 1. Внешний угол треуголь-
ника равен сумме двух внутренних углов, 
не смежных с ним. 

Следствие 2. Сумма острых углов 
прямоугольного треугольника равна .90  

Следствие 3. В равностороннем тре-
угольнике все углы равны по .60  

О2. Тригонометрические функции 
острого угла прямоугольного треуголь-
ника АВС (  90С , см. рис. 2):  

;cossin
c
aBA    

;sincos
c
bBA   

;ctgtg
b
aBA    

.tgctg
a
bBA   

Дополнительные теоремы: 

5. Один из углов равнобедренного 
треугольника равен .70  Найдите ос-
тальные углы. 

6. У треугольника один из внутренних 
углов равен 30°, а один из внешних 40 . 
Найдите остальные внутренние углы тре-
угольника. 

Соотношения между сторонами 
и углами треугольника 

Следствие 1. Пусть c – наибольшая 
сторона; тогда: 

а) если 222 bac  , то треугольник 
остроугольный; 
б) если 222 bac  , то треугольник 
прямоугольный; 
в) если 222 bac  , то треугольник 
тупоугольный.  
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Т.9. В прямоугольном треугольнике АВС 
)90( С  квадрат гипотенузы равен 

сумме квадратов катетов (теорема Пи-
фагора), т.е. .222 baс   
Т10. Стороны треугольника АВС про-
порциональны синусам противолежащих 
углов (теорема синусов): 

C
c

B
b

A
a







 sinsinsin
. 

Т8. Квадрат любой стороны треуголь-
ника АВС равен сумме квадратов двух 
других без удвоенного произведения 
этих сторон на косинус угла между ни-
ми (теорема косинусов). 

;cos2222 Abccba 
;cos2222 Baccab 
.cos2222 Cabbaс   

Т11. Если две стороны и угол, заключенный 
между ними, одного треугольника соответст-
венно равны двум сторонам и углу, заклю-
ченному между ними, другого треугольника, 
то такие треугольники равны (первый при-
знак равенства треугольников – по двум 
сторонам и углу между ними): 

,2211 BABA   ,2211 CACA   21 AA     
  ∆A1B1C1 = ∆A2B2C2. 

Т12. Если сторона и два прилежащих к ней 
угла одного треугольника соответственно 
равны стороне и двум прилежащим к ней 
углам другого треугольника, то такие 
треугольники равны (второй признак 
равенства треугольников – по стороне и 
двум к ней прилежащим углам): 

,2211 BABA   21 AA  , 21 BB     
∆ ∆

Т13. Если три стороны одного треугольника 
соответственно равны трем сторонам другого 
треугольника, то такие треугольники равны 
(третий признак равенства треугольников 
– по трем сторонам): 

,2211 BABA   ,2211 CBCB   

2211 CACA    ∆A1B1C1 = ∆A2B2C2. 

Следствие 2. Углы треугольника по 
известным сторонам вычисляют по фор-
мулам: 

;
2

cos
222

bc
acbA 

  ;
2

cos
222

ac
bcaB 

  

ab
cbaC

2
cos

222 
 . 

Следствие 1. Отношение двух сторон 
треугольника равно отношению синусов 
противолежащих им углов: 

;
sin
sin

B
A

b
a




  ;
sin
sin

C
A

c
a




  sin .
sin

b B
c C





 

Следствие 2. В прямоугольном тре-
угольнике катет, противолежащий углу в 

30 , равен половине гипотенузы (и об-
ратно). 

7. В треугольнике АВС известно: AC = 
= 3√2, BC = 5 и .45A  Найдите АВ. 

8. В треугольнике даны стороны 
3a , 32b . Угол А, противолежа-

щий стороне а, равен 30°. Найдите  
третью сторону. 

9. Длины сторон прямоугольного тре-
угольника образуют арифметическую 
прогрессию с разностью 1 см. Найдите 
длину гипотенузы. 

10. Определите острые углы прямо-
угольного треугольника, длины сторон 
которого образуют геометрическую про-
грессию. 

11. В треугольнике ܥܤܣ найдите от-
ношение ܥܣ:ܥܤ, если известно, что 

 120A  и ܥܣ:ܤܣ = 2. 
12. В треугольнике ܥܤܣ найдите угол 

если известно, что  ,ܤ 135C  и 
ܥܣ:ܥܤ = ൫√3 − 1൯:√2. 

Равные треугольники 
О3. Треугольники A1B1C1 и A2B2C2 на-

зываются равными, если у них соответст-
венные стороны равны и соответствен-
ные углы равны: 

,2211 BABA   ,2211 CBCB   ,2211 CACA   

21 AA  , 21 BB  , 21 СС     
  ∆A1B1C1 = ∆A2B2C2. 
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Т14. Если два угла одного треугольника 
соответственно равны двум углам дру-
гого, то треугольники подобны (первый 
признак подобия треугольников – по 
двум углам):  

21 AA   и 21 BB     
  ∆A1B1C1~∆A2B2C2. 

Т15. Если в двух треугольниках две пары 
сторон пропорциональны, а углы, заклю-
ченные между этими сторонами, равны, 
то треугольники подобны (второй при-
знак подобия треугольников – по двум 
сторонам и углу между ними): 

22

11

22

11

CA
CA

BA
BA

   и 21 AA     

  ∆A1B1C1~∆A2B2C2. 

Т16. Если три стороны одного треуголь-
ника пропорциональны трем сторонам 
другого, то треугольники подобны (тре-
тий признак подобия треугольников – 
по трем сторонам): 

22

11

22

11

22

11

CA
CA

CB
CB

BA
BA

  ∆A1B1C1~∆A2B2C2.  

Т17. Если два треугольника подобны, то 
любой линейный элемент (или сумма ли-
нейных элементов) одного треугольника 
относится к соответствующему линейному 
элементу (или сумме соответствующих 
линейных элементов) другого треугольни-
ка как соответственные стороны (обоб-
щенная теорема подобия). 

13. Докажите, что ромб разбивается 
диагоналями на четыре равных прямо-
угольных треугольника. 

14. Докажите, что диагональ паралле-
лограмма разбивает его на два равных 
треугольника. 

15. Докажите, что в равнобедренной 
трапеции: 

а) углы при любом из оснований равны; 
б) диагонали равны. 
16. Докажите признаки равенства пря-

моугольных треугольников: 
а) по двум катетам; 
б) по катету и острому углу; 
в) по гипотенузе и острому углу; 
г) по гипотенузе и катету. 

Подобные треугольники 
О4. Два треугольника A1B1C1 и A2B2C2 

называются подобными, если их углы со-
ответственно равны и стороны одного 
треугольника пропорциональны сходст-
венным сторонам другого треугольника. 

21 AA  , 21 BB  , 21 СС  ,  

k
CA
CA

CB
CB

BA
BA


22

11

22

11

22

11    

  ∆A1B1C1~∆A2B2C2, 

где число k – коэффициент подобия. 

Следствие 1. Прямая, параллельная 
одной из сторон треугольника и пересе-
кающая другую сторону, отсекает от него 
треугольник подобный данному. 

Следствие 2. Прямая, параллельная 
стороне треугольника и пересекающая 
продолжения сторон этого треугольника, 
отсекает от него треугольник, подобный 
данному.  

 

В частности, радиусы описанной или 
вписанной окружностей, периметры, со-
ответственные высоты, медианы, биссек-
трисы двух подобных треугольников от-
носятся как соответственные стороны. 

17. Прямая, параллельная основанию 
треугольника, делит его на части, площа-
ди которых относятся как 2:1. В каком 
отношении, считая от вершины, она де-
лит боковые стороны? 

18. Треугольник со сторонами 13, 14, 
15 разделен на три равновеликие части 
прямыми, перпендикулярными большей 
стороне. Найдите расстояния до этих 
прямых от ближайших к ним вершин 
треугольника, находящихся на большей 
стороне. 

19. В треугольнике АВС АВ = 12. Сто-
рона ВС разделена на 4 равные части и 
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Т18. Площадь треугольника равна полови-
не произведения его стороны на проведен-

ную к ней высоту:  aahS
2
1

 . 

Т19. Площадь треугольника равна половине 
произведения двух любых его сторон на си-

нус угла между ними: CabS  sin
2
1

. 

Т20. Площадь треугольника равна 

,))()(( cpbpappS   

где 
2

cbap 
  – полупериметр (фор-

мула Герона). 

Т21. Площадь треугольника равна prS  , 
где r – радиус вписанной в треугольник 
окружности, p – полупериметр. 

Т22. Площадь треугольника равна 

R
abcS
4

 , где R  радиус описанной око-

ло треугольника окружности. 

через точки деления проведены прямые, 
параллельные АВ. Найдите отрезки этих 
прямых, заключенных внутри треуголь-
ника. 

20. Основание треугольника равно 30 
см, а боковые стороны 26 и 28 см. Высота 
разделена в отношении 2:3 (считая от 
вершины), и через точку деления прове-
дена прямая, параллельная основанию. 
Найдите площадь полученной при этом 
трапеции. 

21. Прямая, параллельная основанию 
треугольника с площадью 108 см2, отсека-
ет от него треугольник с площадью 12 см2. 
Найдите площадь четырехугольника, три 
вершины которого совпадают с вершинами 
малого треугольника, а четвертая лежит на 
основании большего треугольника. 

22. В треугольник со сторонами 10, 17 
и 21 см вписан прямоугольник с пери-
метром 24 см так, что одна из его сторон 
лежит на большей стороне треугольника. 
Найдите стороны прямоугольника. 

23. В прямоугольный треугольник 
вписан квадрат, имеющий с ним общий 
угол. Найдите площадь квадрата, если 
катеты треугольника равны 10 м и 15 м. 

24. На стороне ВС треугольника АВС 
отмечена точка K. Известно, что 

AKBСВ  , АK = 5, ВK = 16,  
KС = 2. Найдите сторону АВ. 

25. Внутри прямого угла дана точка М, 
расстояние от которой до сторон угла 
равны 4 и 8 см. Прямая, проходящая че-
рез точку М, отсекает от прямого угла 
треугольник площадью 100 см2. Найдите 
катеты треугольника. 

26. В треугольнике АВС стороны  
АВ = 14 см, АС = 18 см, угол А вдвое 
больше угла В. Найдите третью сторону 
треугольника. 

Площадь треугольника 
Приведем основные формулы для вы-

числения площади треугольника.  

Следствие 1. Площадь прямоугольно-
го треугольника АВС )90( С  равна 
половине произведения его катетов: 

abS
2
1

 . 

Следствие 2. Если два треугольника 
имеют равные стороны, то отношение их 
площадей равно отношению соответст-
венных высот, опущенных на эти сторо-
ны (или их продолжения).  

Следствие 3. Если два треугольника 
имеют равные высоты, то отношение их 
площадей равно отношению соответст-
венных оснований (сторон, на которые 
опущены эти высоты). 

Следствие. Если угол одного тре-
угольника равен углу (или является до-
полнительным углом) другого треуголь-
ника, то отношение площадей этих тре-
угольников равно отношению произведе-
ний сторон, содержащих эти углы, то 
есть  ௌಲಳ಴

ௌಲವಶ
= ஺஻∙஺஼

஺஽∙஺ா
. 

Модифицированная формула Герона: 

 2222224
4
1 bcacaS  . 
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Рис. 4 
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Т25. Параллельные прямые отсекают на 
сторонах угла (на двух прямых) про-
порциональные отрезки (обобщенная 
теорема Фалеса). 

Т24. Средняя линия треугольника па-
раллельна третьей стороне и равна по-
ловине этой стороны. 

Т23. Если треугольник ABC подобен тре-
угольнику A1B1C1, то отношение их пло-
щадей равно квадрату коэффициента по-

добия k , то есть 2

111

k
S
S

CBA

ABC  . 

27. Докажите, что площадь равносто-

роннего треугольника равна 
4

32aS  , 

где а – длина стороны треугольника. 
28. Определите, чему равна длина сто-

роны треугольника, лежащей против ту-
пого угла, если длины двух других сто-
рон равны 7 см и 8 см, а площадь тре-
угольника равна 314  см2. 

29. Площадь прямоугольного тре-
угольника равна 28 , а острый угол 
22,5°. Найдите гипотенузу. 

30. На сторонах равнобедренного пря-
моугольного треугольника с гипотенузой 
6 вне этого треугольника построены 
квадраты. Центры этих квадратов соеди-
нены между собой. Найдите площадь по-
лученного треугольника. 

31. Стороны треугольника равны 7, 24 
и 25. Найдите его высоты. 

32. В треугольнике АВС на стороне АС 
взята точка В1 так, что АВ1: В1С = 2:3. 
Найдите площадь треугольника ВВ1С, 
если 30ABCS . 

33. В треугольнике АВС на стороне АВ 
взята точка В1 так, что АВ1: В1В = 1:1, а на 
стороне АС взята точка С1 так, что  
АС1 : С1С = 3:1. Найдите отношение пло-
щадей треугольников АВ1С1 и АВС. 

34. Точка М лежит внутри равносто-
роннего треугольника на расстоянии 33  
от двух его сторон и на расстоянии 34  
от третьей стороны. Найдите длину сто-
роны данного треугольника. 

35. Через точку М (см. рис. 3) основа-
ния АС треугольника ABC  проведены 
прямые MN  и MP , параллельные сторо-
нам треугольника. Точки N  и P  пересе-
чения этих прямых со сторонами тре-
угольника соединены отрезком прямой. 
Найдите площадь треугольников ABC и 

NBP, если площади треугольников ANM 
и MPC равны соответственно 1S  и 2S . 

36. Через точку O , лежащую внутри 
треугольника ABC, проведены три пря-
мые параллельные сторонам треугольни-
ка. Площади образовавшихся треуголь-
ников равны S1, S2, S3 (см. рис. 4). Найди-
те площадь треугольника ABC . 

37. На сторонах CA, AB, BC треуголь-
ника ABC соответственно взяты точки M, 

N, P так, что m
AB
AN

 , n
BC
BP

 , k
AC
AM

 . 

Определите площадь треугольника MNP, 
если площадь треугольника ABC равна S. 

Параллельность отрезков (прямых) 
в треугольнике 

О5. Средняя линия треугольника – от-
резок, соединяющий середины двух его 
сторон. 

Следствие. Средняя линия отсекает от 
треугольника треугольник подобный ис-
ходному. 

 
Рис. 3 

A

S1 S2

P

CM

N

B
S3

x y
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Т29. Во всяком треугольнике медианы 
пересекаются в одной точке и делятся 
этой точкой в отношении 2:1, считая от 
вершины. 

Т30. В равнобедренном треугольнике 
медиана, проведенная к основанию, 
является биссектрисой и высотой. 
Т31. Медиана прямоугольного тре-
угольника, проведенная к гипотенузе, 
равна половине этой гипотенузы, а 
также радиусу окружности, описанной 
около этого треугольника. 

Т28. Если две параллельные прямые 
пересечены третьей прямой, то: 

а) внутренние накрест лежащие углы 
равны; 

б) сумма внутренних односторонних 
углов равна 180°; 

в) соответственные углы равны (об-
ратные теоремы). 

Т26. Две параллельные прямые, пересе-
каемые рядом прямых, исходящих из од-
ной и той же точки, рассекаются ими на 
пропорциональные отрезки. 
Т27. Если при пересечении двух прямых 
третьей прямой (секущей): 

а) внутренние накрест лежащие углы 
равны; 

б) сумма внутренних односторонних 
углов равна 180°; 

в) соответственные углы равны,  
то прямые параллельны (признаки па-
раллельности двух прямых). 

 
Рис. 5 

Дополнительные теоремы: 

Следствие. Две прямые, перпендику-
лярные третьей прямой, параллельны. 

Следствие. Если прямая перпендику-
лярна одной из параллельных прямых, то 
она перпендикулярна и другой. 

38. Через середину М медианы CD тре-
угольника АВС проведена прямая АМ, пе-
ресекающая сторону ВС в точке K. В каком 
отношении точка K делит сторону ВС? 

39. В равнобедренном треугольнике 
АВС (АВ = ВС) на стороне ВС выбрана 
точка D так, что BD : DC = 1:4. В каком 
отношении прямая AD делит высоту ВМ 
треугольника АВС? 

40. На сторонах АС и ВС треугольника 
АВС взяты точки K и N так, что  
CK : KA = 2 : 3, CN : NB = 4 : 3. В каком 
отношении точка пересечения отрезков 
AN и BK делит отрезок KB? 

41. Через точку D на стороне AB тре-
угольника ABC такую, что CD : DB = m : n, 
параллельно стороне AC проведена пря-
мая, пересекающая сторону BC в точке E. 
Найдите отношение DE : AC. 

42. В треугольнике ABC из вершин A и 
B к сторонам BC и AC соответственно 
проведены отрезки AD и BE, делящие эти 
стороны в отношении BD : DC = m : n и 
AE : EC = p : q. Определите, в каком от-
ношении делятся отрезки AD и BE точкой 
их пересечения Q. 

Медианы треугольника 
О6. Медианой треугольника называет-

ся отрезок, соединяющий вершину тре-
угольника с серединой противоположной 
стороны. 

Отрезки МА1, 
МВ1, МС1 являются 
медианами соот-
ветственно тре-
угольников ВМС, 
АМС, АМВ, где M – 
точка пересечения 
медиан AА1, BВ1, 
CС1 треугольника 
ABC (см. рис. 5). 

43. Докажите, что медиана делит тре-
угольник на два равновеликих треуголь-

ника: ABCCBBABB SSS 
2
1

11
. 

44. Докажите, что три медианы тре-
угольника делят треугольник на шесть 
равновеликих треугольников: 

ABCAMCCMBAMB SSSS 
6
1...

111
. 

45. Докажите, что если М – точка пе-
ресечения медиан треугольника АВС, то 
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Т33. Высота, опущенная на гипотенузу, 
есть среднее геометрическое проекций 
катетов на гипотенузу, т.е. 2 .c a bh c c   
Катет есть среднее геометрическое ги-
потенузы и проекции этого катета на 
гипотенузу: 2

aa c c   и 2
bb c c   (см. 

рис. 7). 

Т32. Три высоты треугольника пересе-
каются в одной точке (ортоцентр). 

           
 Рис. 6 Рис. 7 

Т34. В равнобедренном треугольнике 
высота, проведенная к основанию, явля-
ется медианой и биссектрисой. 

Т35. Свойства перпендикуляра и на-
клонной. Если к прямой из одной точки 
проведены перпендикуляр и наклонные, 
то: 

а) любая наклонная больше перпен-
дикуляра; 
б) равные наклонные имеют равные 
проекции (и обратно); 
в) из двух наклонных больше та, у 
которой проекция больше (и обрат-
но). 

Т36. Свойство серединного перпенди-
куляра. Если какая-нибудь точка лежит 
на перпендикуляре, проведенном через 
середину отрезка, то она одинаково уда-
лена от концов этого отрезка (и обратно). 

ABCAMBBMCAMC SSSS 
3
1 . 

46. Докажите, что длина медианы тре-
угольника вычисляется через длины его 

сторон по формуле: 222 22
2
1 acbma  . 

47. Докажите, что длина стороны тре-
угольника по известным трем медианам 
вычисляется по формуле: 

acb mmma 222 22
3
2

 . 

48. (ЕГЭ, 2003). В треугольнике АВС 
проведена медиана АМ. Найдите площадь 
треугольника АВС, если 23АС ,  
ВС = 10,  45МАС . 

49. (ЕГЭ, 2003). В треугольнике ВСЕ 
медиана ВМ равна 3, 24СЕ , ВЕ = 5. 
Найдите сторону ВС. 

50. Определите площадь треугольника, 
если две его стороны равны 1 и √15 см, а 
медиана третьей стороны равна 2 см. 

51. Две медианы равнобедренного 
треугольника взаимно перпендикулярны. 
Боковая сторона равна √10. Найдите 
площадь треугольника. 

52. В треугольнике АВС медианы ВВ1 
и СС1 пересекаются в точке О и взаимно 
перпендикулярны. Найдите ОА, если  
ВВ1 = 36 см, СС1 = 15 см. 

53. В прямоугольном треугольнике 
длины медиан острых углов равны √52 и 
√73 см. Найдите длину гипотенузы. 

54. Найдите расстояние от точки пере-
сечения медиан прямоугольного тре-
угольника до его катета, равного 12, если 
гипотенуза равна 15. 

Высоты треугольника 
О7. Высотой треугольника называет-

ся перпендикуляр, проведенный из вер-
шины треугольника на его противопо-
ложную сторону или ее продолжение. 

Отрезки НА1, НВ1, НС1 являются высо-
тами треугольников НВС, НАС, НАВ со-
ответственно, где H – точка пересечения 
высот AА1, BВ1, CС1 треугольника ABC 
(см. рис. 6). 

Дополнительные теоремы: 

55. Докажите, что высоты треугольни-
ка обратно пропорциональны сторонам: 

a
b

h
h

b

a  . 

56. Докажите, что длина высоты тре-
угольника вычисляется по одной из фор-
мул:   

R
bcBcCb

a
Sha 2

sinsin2
 . 
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Рис. 8 

Т37. Биссектриса есть геометрическое 
место точек, равноудаленных от сторон 
угла (свойство биссектрисы угла). 
Т38. Во всяком треугольнике биссектри-
сы пересекаются в одной точке, являю-
щейся центром вписанной в треугольник 
окружности. 

57. Докажите, что высота ℎ прямо-
угольного треугольника, опущенная на 
гипотенузу, катеты которого равны ܽ и ܾ, 
а гипотенуза ܿ, равна ℎ = ௔௕

௖
.  

58. Докажите, что если 1AA , 1BB и 1CC  
– высоты остроугольно-
го треугольника ABC  
(см. рис. 6 и 8), то:  

а) 1AHB ~ 1BHA ; 
б) 1BA H ~ 1ВВ C ; 
в) 1AВ H ~ 1ВВ C ; 
г) 1AA C ~ 1ВВ C ; 
д) 11BCA ~ ABC . 

59. В равнобедренном треугольнике 
боковая сторона равна ܾ, а основание ܽ. 
Найдите длину высоты, проведенной к 
боковой стороне. 

60. В треугольнике ABC угол B  равен 
 , 1AA  и 1CC  – высоты. Докажите, что 
треугольник 11CBA  подобен треугольни-
ку ABC. Найдите коэффициент подобия 
треугольников. 

61. Высота, основание и сумма боко-
вых сторон треугольника равны соответ-
ственно 24, 28 и 56 см. Найдите боковые 
стороны. 

62. Высоты остроугольного треуголь-
ника АВС пересекаются в точке О. Из-
вестно, что ОС = АВ = 5 см, а расстояние 
от точки О до стороны АС равно 3 см. 
Найдите длины сторон треугольника АС 
и ВС. 

63. В остроугольном треугольнике 
АВС  60A , ВС = 10, отрезки ВМ и  
СK – высоты. Найдите отрезок KМ. 

64. В равнобедренном треугольнике 
АВС с основанием АС = 4 проведена вы-
сота СK. Найдите площадь треугольника 
АВС, если известно, что ВK : ВА=4 : 5. 

65. В равнобедренном треугольнике 
высоты, проведенные к основанию и к бо-
ковой стороне, равны соответственно 10 и 
12 см. Найдите площадь треугольника.  

66. Прямоугольный треугольник, пе-
риметр которого равен 10, разбит высо-
той, опущенной на гипотенузу, на два 
треугольника. Периметр одного из них 
равен 6. Найдите периметр другого тре-
угольника. 

67. Высота, проведенная к гипотенузе 
прямоугольного треугольника, делит его 
на два треугольника с площадями 64 и 
16. Найдите катеты. 

68. (ЕГЭ, 2005). Площадь равнобед-
ренного треугольника АВС равна 10, а 
боковая сторона равна 5. К основанию 
АС и стороне ВС проведены высоты ВМ и 
АН, пересекающиеся в точке K. Найдите 
площадь треугольника АВK. 

69. (ЕГЭ, 2005). В равнобедренном 
треугольнике АВС с основанием АС вы-
соты BD и АН пересекаются в точке Т, 
причем АТ = 10, ТН = 8. Найдите пло-
щадь треугольника АВТ. 

70. Высоты АН и ВK равнобедренного 
треугольника АВС с основанием ВС пе-
ресекаются в точке О так, что ВО = 5,  
ОK = 3. Найдите АН. 

71. Найдите углы треугольника, в ко-
тором высота и медиана, проведенные из 
одной вершины, делят угол при этой 
вершине на три равные части. 

72. Угол между боковыми сторонами 
равнобедренного треугольника меньше 
60°. К боковой стороне проведены ме-
диана и высота, длины которых соответ-
ственно равны 3√5 и 6 см. Найдите дли-
ну боковой стороны треугольника. 

73. В треугольнике АВС проведены 
высота АН и медиана ВМ. Найдите пло-
щадь треугольника СМН, если АВ = 13, 
ВС = 14, АС = 15. 

74. В остроугольном треугольнике 
АВС проведены высоты  АЕ и CD. Най-
дите АВ, если ВD = 18, ВС = 30, АЕ = 20. 

Биссектрисы треугольника 
О8. Биссектрисой треугольника назы-

вается отрезок биссектрисы угла тре-
угольника от вершины до противополож-
ной стороны треугольника. 
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Т40. В равнобедренном треугольнике 
биссектриса, проведенная к основанию, 
является медианой и высотой. 
Т41. Биссектрисы равнобедренного тре-
угольника, проведенные к боковым сто-
ронам, равны. 

Т39. Биссектриса любого внутреннего 
угла треугольника делит противополож-
ную сторону на части, пропорциональные 
прилежащим сторонам треугольника 
(свойство биссектрисы треугольника): 

BC
AB

CB
AB


1

1 . 

 
Рис. 9 

Отрезки АО, ВО, 
СО являются бис-
сектрисами соответ-
ственно треуголь-
ников АВВ1 и АСС1, 
АВА1 и ВСС1, САА1 
и СВВ1, где О – точ-
ка пересечения бис-
сектрис AА1, BВ1, 

CС1 треугольника ABC (см. рис. 9). 
75. Докажите, что биссектрисы внут-

реннего и внешнего углов треугольника 
перпендикулярны. 

76. Докажите, что биссектриса ВВ1 
треугольника АВС делит площадь тре-
угольника на части, пропорциональные 

прилежащим сторонам: .
2

1

BC
AB

S
S

  

77. Докажите, что для биссектрисы 
ВВ1 внешнего угла треугольника АВС 

выполняется равенство: 
BC
AB

CB
AB


1

1 . 

78. Докажите формулу для вычисления 
длины биссектрисы:  

а) 2 cos
2a

bc Al
b c




, где al  – длина бис-

сектрисы, проведенной из вершины A; 
б) baa ccabl  , где ac  и bc  – отрез-

ки стороны c , на которые рассекает ее 
биссектриса. 

79. Докажите следующие равенства: 

;90
2





САОВ  ;90

2





ВАОС   

.90
2





АСОВ  

80. Докажите, что большей стороне 
треугольника соответствует меньшая 
биссектриса. 

81. Биссектриса треугольника делит 
противоположную сторону на отрезки 2,8 
см и 4,2 см. Периметр треугольника равен 
22 см. Найдите стороны треугольника. 

82. Дан треугольник АВС такой, что 
АВ = 15 см, ВС = 12 см и АС = 18 см. В 
каком отношении центр вписанной в тре-
угольник окружности делит биссектрису 
угла С? 

83. Вычислите длину биссектрисы уг-
ла А треугольника АВС с длинами сторон 

18a , 15b , 12c . 
84. В равнобедренном треугольнике 

основание и боковая сторона равны соот-
ветственно 5 см и 20 см. Найдите биссек-
трису угла при основании треугольника. 

85. Катеты прямоугольного треуголь-
ника равны 21 см и 28 см. Найдите длину 
биссектрисы прямого угла. 

86. Основание равнобедренного тре-
угольника равно 8, а боковая сторона - 
12. Найдите длину отрезка, соединяюще-
го точки пересечения биссектрис углов 
при основании с боковыми сторонами 
треугольника. 

87. В треугольнике АВС АВ = 13,  
ВС = 21, АС = 20. Найдите площадь тре-
угольника, образованного стороной АС, 
медианой ВМ и биссектрисой СK данного 
треугольника. 

88. Биссектриса угла В пересекает сто-
рону АС треугольника АВС в точке М и 
делит ее на отрезки АМ = 21 и СМ = 27. 
Найдите периметр треугольника АВС, 
если биссектриса угла АМВ перпендику-
лярна прямой АВ. 

89. Найдите площадь прямоугольного 
треугольника, если известно, что биссек-
триса прямого угла разделила гипотенузу 
на отрезки 30 см и 40 см. 

90. Катеты прямоугольного треуголь-
ника равны 9 и 12 см. Найдите расстоя-
ние между точкой пересечения его бис-
сектрис и точкой пересечения медиан. 
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Т42. Во всякий треугольник можно впи-
сать окружность, и притом только одну. 
Центр окружности, вписанный в тре-
угольник, лежит на пересечении биссек-
трис внутренних углов треугольника. 

 
Рис. 10 

91. (ЕГЭ, 2005). В прямоугольном тре-
угольнике АВС с прямым углом С прове-
дена биссектриса ВK. Найдите площадь 
треугольника СВK, если площадь тре-
угольника АВС равна 18, а синус угла А 
равен 0,8. 

92. В треугольнике АВС известны  
ВС = 15 см, АС = 14 см, АВ = 13 см. Вы-
числите площадь треугольника, заклю-
ченного между высотой и биссектрисой, 
проведенными из вершины В. 

93. В треугольнике АВС АВ = 5, ВС = 
= 10, АС = 3√5. Найдите площадь тре-
угольника, образованного высотой АН, 
медианой АМ и биссектрисой ВK данного 
треугольника. 

94. Две стороны треугольника равны 
a  и b . Найдите его третью сторону, если 
его угол, лежащий против этой стороны, 
в два раза больше угла, лежащего против 
стороны b . 

Окружность, вписанная в треугольник 
О9. Окружность называется вписанной 

в треугольник, если она касается всех его 
сторон; при этом треугольник называется 
описанным вокруг окружности. 

95. Докажите, что 
для вычисления ра-
диуса вписанной ок-
ружности справед-
ливы формулы: 

а) для произволь-
ного треугольника 
(см. рис. 10): 

;
p

S
r   

2
tg

2
tg

2
tg CzByAxr 







 ; 

б) для прямоугольного треугольника: 

2
cbar 

    90C ; 

в) для равностороннего треугольника: 

;
6

3ar   
2
Rr  . 

96. Докажите формулы для вычисле-
ния отрезков касательных (см. рис. 10): 

 apx
 





2

acb
 

2
ctg Ar 
 . 

97. Найдите площадь треугольника 
АВС, если в него вписана окружность с 
центром О, причем  165AOC , АВ = 8, 
ВС = 7. 

98. Найдите радиус окружности, впи-
санной в остроугольный треугольник 
АВС, если высота ВН равна 12 и извест-

но, что 
13
12sin  A , 

5
4sin C . 

99. В треугольник вписан круг радиуса 
4 см. Одна из сторон треугольника, раз-
делена точкой касания на части 6 см и 8 
см. Найдите длины двух других сторон. 

100. В треугольник со сторонами  
АВ = 8, ВС = 6, АС = 4 вписана окруж-
ность. Найдите длину отрезка DE, где D и 
E – точки касания этой окружности со 
сторонами АВ и АС соответственно. 

101. В треугольник АВС вписана ок-
ружность, которая касается стороны АС в 
точке М. В треугольнике проведена вы-
сота ВО, равная 12. Известно, что точка 
М делит отрезок АО на части: АМ = 14 и 
МО = 2. Найдите площадь треугольника 
АВС. 

102. К окружности, вписанной в тре-
угольник с периметром 18 см, проведена 
касательная параллельно основанию тре-
угольника. Отрезок касательной между 
боковыми сторонами 2 см. Найдите осно-
вание треугольника. 

103. (ЕГЭ, 2002). В равнобедренном 
треугольнике боковая сторона делится 
точкой касания со вписанной окружно-
стью в отношении 8:5, считая от верши-
ны, лежащей против основания. Найдите 
основание треугольника, если радиус 
вписанной окружности равен 10. 

104. (ЕГЭ, 2002). В равнобедренный 
треугольник РМK с основанием МK впи-
сана окружность с радиусом .32  Высо-
та РН делится точкой пересечения с ок-
ружностью в отношении 1:2, считая от 
вершины Р. Найдите периметр треуголь-
ника РМК. 
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105. (ЕГЭ, 2002). В треугольник АВС 
вписана окружность с центром О. Луч  
АО пересекает сторону ВС в точке K. 
Найдите площадь треугольника АВС, ес-
ли АВ = 13, АС = 15, ВK = 6,5. 

106. (ЕГЭ, 2004). Основание равнобед-
ренного треугольника равно 36. вписан-
ная окружность касается боковых сторон 
в точках А и Р, АР = 12. Найдите пери-
метр треугольника. 

107. В равнобедренный треугольник 
АВС вписана окружность. Параллельно 
его основанию АС проведена касательная 
к окружности, пересекающая боковые 
стороны в точках D и Е. Найдите радиус 
окружности, если DE = 8, АС = 18. 

108. Центр вписанной окружности де-
лит высоту равнобедренного треугольни-
ка, опущенную на основание, на отрезки 
5 см и 3 см, считая от вершины. Опреде-
лите стороны треугольника. 

109. Найдите площадь равнобедренно-
го треугольника с углом 120 , если ради-
ус вписанного круга равен 4 12  см. 

110. К окружности, вписанной в рав-
нобедренный треугольник с основанием 
12 см и высотой 8 см, проведена каса-
тельная, параллельная основанию. Най-
дите длину отрезка этой касательной, за-
ключенной между сторонами треуголь-
ника. 

111. В равнобедренный треугольник с 
боковой стороной, равной 50, с основа-
нием, равным 30, вписана окружность. 
Найдите расстояние между точками ка-
сания на боковых сторонах. 

112. Боковая сторона и основание рав-
нобедренного треугольника равны соот-
ветственно 5 см и 6 см. Определите рас-
стояние между точкой пересечения высот 
треугольника и центром вписанной в него 
окружности. 

113. Один из катетов прямоугольного 
треугольника равен 15 см, а радиус ок-
ружности, вписанной в треугольник, ра-
вен 3 см. Найдите площадь треугольника. 

114. (ЕГЭ, 2002). Окружность с цен-
тром О, вписанная в прямоугольный тре-
угольник АВС, касается гипотенузы АВ в 
точке М, АМ = 12, ВМ = 8. Найдите пло-
щадь треугольника АОВ. 

115. В прямоугольный треугольник, 
периметр которого равен 36 см, вписана 
окружность. Точка касания с окружно-
стью делит гипотенузу в отношении 2:3. 
Найдите длины сторон треугольника. 

116. Расстояния от центра окружности, 
вписанной в прямоугольный треугольник, 
до вершин его острых углов равны соот-
ветственно 5  и 10 . Найдите катеты. 

117. В прямоугольный треугольник 
АВС с прямым углом С вписана окруж-
ность, касающаяся его сторон в точках 
А1, В1, С1. Найдите отношение площади 
треугольника АВС к площади треуголь-
ника А1В1С1, если АС = 4 см, ВС = 3 см. 

118. Дан прямоугольный треугольник 
с катетами 3 и 4 см. Проведена окруж-
ность, касающаяся обоих катетов и 
имеющая центр на гипотенузе. Найдите 
отрезки, на которые центр окружности 
делит гипотенузу. 

119. Прямоугольный треугольник АВС 
разделен высотой CD, проведенной к ги-
потенузе, на два треугольника BCD и 
ACD. Радиусы окружностей, вписанных в 
треугольники BCD и ACD, равны соот-
ветственно 4 и 3 см. Найдите расстояние 
между их центрами. 

120. Прямоугольный треугольник АВС 
разделен высотой CD, проведенной к ги-
потенузе, на два треугольника BCD и 
ACD. Радиусы окружностей, вписанных в 
треугольники BCD и ACD, равны соот-
ветственно 0,6 и 0,8 см. Найдите радиус 
окружности, вписанной в треугольник 
АВС. 

121. Дан прямоугольный треугольник 
АВС с прямым углом С. Через центр О 
вписанной в треугольник окружности 
проведен луч ВО, пересекающий катет 
АС в точке М. Известно, что АМ = 38 , 

MBCA  . Найдите гипотенузу. 

Окружность, вневписанная  
в треугольник 

О10. Вневписанной в треугольник ок-
ружностью называется окружность, к 
которой являются касательными одна из 
сторон треугольника и продолжения двух 
его других сторон (см. рис. 11). 
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Т44. Около всякого треугольника можно 
описать окружность, и притом только одну. 
Центр окружности, описанной около тре-
угольника, лежит на пересечении перпен-
дикуляров, восстановленных из середин 
сторон этого треугольника.  
Т45. Во всяком треугольнике (см. рис. 1) 
отношение любой стороны к синусу про-
тивоположного ей угла постоянно и равно 
диаметру описанной около треугольника 
окружности (обобщенная теорема сину-

сов), т.е. Rcba 2
sinsinsin










. 

Т43. Радиус вневписанной окружно-
сти, касающейся стороны треугольни-
ка, имеющей длину a, выражается 
формулой: 

ap
Sra 

 , 

где S  и p  площадь и полупериметр 
треугольника. 

Продолжения биссектрис внутренних 
углов треугольника проходят через цен-
тры вневписанных окружностей, являю-
щихся точками, в которых пересекаются 
биссектрисы внешних углов этого тре-
угольника (см. рис. 11). 

122. Докажите, что радиус вневписан-
ной окружности, касающейся гипотенузы 
прямоугольного треугольника, равен по-
лупериметру этого треугольника. 

123. Пусть окружность касается сто-
роны BC треугольника ABC и продолже-
ний сторон AB и AC. Докажите, что рас-
стояние от вершины A до точки касания 
окружности с прямой AB равно полупе-
риметру треугольника ABC. 

Окружность, описанная  
около треугольника 

О11. Окружность, описанная около 
треугольника – окружность, на которой 
лежат все вершины треугольника; при 
этом треугольник называется вписанным 
в окружность. 

 

124. Докажите формулы для вычисле-
ния радиуса описанной окружности: 

а) для произвольного треугольника: 

;
4S
abcR   

ch
abR
2

 ;

C
c

B
b

A
aR










sin2sin2sin2
; 

б) для прямоугольного треугольника: 

;
2
cR   cmR     90C ; 

в) для равностороннего треугольника: 

;
3

3aR  rR 2 . 

125. Найдите площадь треугольника, 
если его стороны относятся как 7:15:20, а 
радиус описанной окружности равен 25. 

126. Величины углов треугольника от-
носятся как 2:3:7. Длина наименьшей 
стороны рана 5 см. Найдите радиус ок-
ружности, описанной около этого тре-
угольника. 

127. В окружность радиуса 4 вписан 
треугольник с углами 15° и 60°. Найдите 
площадь треугольника. 

128. В треугольнике ВСЕ  60С , 
СЕ : ВС = 3:1. Отрезок СK – биссектриса 
треугольника. Найдите KЕ, если радиус 
описанной около треугольника окружно-
сти равен 38 . 

129. (ЕГЭ). Высоты АН и ВK остро-
угольного треугольника АВС пересекаются 
в точке М,  105AMB . Найдите градус-
ную меру угла АВО, где О – центр окруж-
ности, описанной около треугольника АВС. 

 

Рис. 11 

Oa

ra

rc

rb
Ob

Oc

a b
c
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130. Около треугольника АВС описана 
окружность. Медиана треугольника АМ 
продлена до пересечения с окружностью 
в точке K. Найдите сторону АС, если  
АМ = 18, МK = 8, ВK = 10. 

131. В треугольнике АВС биссектриса 
угла А продолжена до пересечения в точ-
ке D с описанной около треугольника ок-
ружностью. Найдите длину стороны ВС, 
если АВ = 75, АС = 48, AD = 100. 

132. (ЕГЭ, 2004) Треугольник ВМР с 
углом В, равным 45 , вписан в окруж-
ность радиуса 26 . Найдите длину ме-
дианы ВK, если луч ВK пересекает ок-
ружность в точке С и СK = 3. 

133. Одна из сторон треугольника яв-
ляется диаметром описанной около него 
окружности. Другая сторона треугольни-
ка равна 24 , а проекция третьей сторо-
ны на диаметр равна 14. Найдите радиус 
окружности. 

134. В окружность радиуса 
3

38
 впи-

сан правильный треугольник АВС. Хорда 
BD пересекает сторону АС в точке Е,  
АЕ : ЕС = 3 : 5. Найдите ВЕ. 

135. Найдите основание тупоугольного 
равнобедренного треугольника, вписан-
ного в окружность радиуса 154 , если 
расстояние от центра окружности до бо-
ковой стороны треугольника равно 15. 

136. Длина высоты, проведенной к ос-
нованию равнобедренного треугольника, 
равна 8 см, а радиус описанной окружно-
сти равен 5 см. Найдите площадь тре-
угольника. 

137. Радиус окружности, вписанной в 
прямоугольный треугольник, равен 2 м, а 
радиус описанной окружности равен 5 м. 
Найдите больший катет треугольника. 

138. Периметр прямоугольного тре-
угольника равен 72 м, а радиус вписан-
ной в него окружности – 6 м. Найдите 
диаметр описанной окружности. 

139. Длины катетов прямоугольного 
треугольника равны 6 и 8 см. Найдите 
расстояние между центрами вписанной и 
описанной окружностей. 

140. (ЕГЭ, 2002). Один из катетов 
прямоугольного треугольника равен 20, а 
проекция другого катета на гипотенузу 

равна 9. Найдите диаметр окружности, 
описанной около треугольника. 

141. В остроугольном треугольнике 
ABC проведены высоты ܯܣ и ܰܥ. Най-
дите радиус окружности, проходящей че-
рез точки ܯ ,ܤ и ܰ, если угол B  равен   
и ܥܣ = ܽ.  

Примеры многовариантных задач 
Рассмотрим несколько задач взаимно-

го расположения треугольника и окруж-
ности, имеющих неоднозначность в ре-
шении. 

Пример 1. В треугольнике ܥܤܣ отре-
зок ܭܯ c концами на сторонах ܤܣ и ܥܤ 
параллелен стороне ܥܣ. Найти ܭܯ, если 
известно, что ܥܣ = 15 и точка ܯ делит 
сторону ܤܣ в отношении 2: 3. 

Решение. Поскольку в условии задачи 
не указано относительно какого из кон-
цов отрезка ܤܣ он делится точкой ܯ в 
отношении 2: 3, то необходимо рассмот-
реть два случая (см. рис. 12) расположе-
ния точки ܯ такие, что ܤܯ:ܯܣ = 2: 3 и 
ܤܯ:ܯܣ = 3: 2. 

Из подобия треугольников ܥܤܣ и 
c коэффициентом подобия ଷ ܭܤܯ

ହ
	 (см. 

рис. 12а) и ଶ
ହ
	 (см. рис. 12б) следует, что 

ܭܯ = ଷ
ହ
ܥܣ = 9 или ܭܯ = ଶ

ହ
ܥܣ = 6. 

Ответ: 6 или 9. 

Пример 2. Площадь треугольника 
ܤܣ ,равна 4 ܥܤܣ = ܥܣ ,8 = √2. Найти 
сторону 	ܥܤ. 

Решение. Используя формулу площа-
ди треугольника  

஺ܵ஻஼ =
஺஻∙஺஼∙ୱ୧୬  ஺	

ଶ
, 

получим, что sin  ܣ = √ଶ
ଶ

. 

 
а     б 

Рис. 12 
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Возможны два случая  45A  или  
 135A . 

Если   45A , то, используя теорему 
косинусов, получим  

ଶܥܤ = 64 + 2 − 2 ∙ 8 ∙ √2 ∙ √ଶଶ = 50. 

Отсюда ܥܤ = 5√2. 
Если  135A , то, используя теорему 

косинусов, получим  

ଶܥܤ = 64 + 2 + 2 ∙ 8 ∙ √2 ∙ √ଶଶ = 82. 
Отсюда ܥܤ = √82. 

Ответ: 5√2 или √82. 

Пример 3. В треугольнике ܥܤܣ точка 
 причем ,ܥܣ лежит на стороне ܭ
:ܭܣ ܥܭ = 2: 3. Точка ܯ делит сторону 
 на два отрезка, один из которых ܤܣ
вдвое больше другого. Прямая, проходя-
щая через точку ܯ параллельно ܥܤ, пе-
ресекает прямую ܭܤ в точке ܲ. Найти 
отношение ܲܤ:  .ܲܭ

Решение. Поскольку в условии задачи 
не указано относительно какого из кон-
цов отрезка ܤܣ он делится точкой ܯ в 
отношении 2:1 , то необходимо рассмот-
реть два случая (см. рис. 13) расположе-
ния точки ܯ такие, что ܤܯ:ܯܣ = 1: 2 и 
:ଵܯܣ ܤଵܯ = 2: 1. 

Проведем через точку ܭ прямую ܰܭ 
параллельно ܥܤ. Тогда по теореме Фале-

са ܤܰ:ܰܣ =	
= :ܭܣ ܥܭ = 2: 3. 

Далее проводим 
параллельно ܥܤ 
прямые ݉ и ݉ଵ 
через точки ܯ и ܯଵ 

соответственно. 
Пусть ܲ = ܭܤ ∩݉ 
и ଵܲ = ܭܤ ∩݉ଵ. 
Согласно условию 
задачи нужно най-

ти отношения ܲܤ: ܤ и ܲܭ ଵܲ: ܭ ଵܲ.  
Из теоремы Фалеса следует, что 

:ܲܤ ܲܭ = ܰܣ Так как .ܯܰ:ܤܯ = ଶ
ହ
 ,ܤܣ

ܯܤ = ଶ
ଷ
ܯܣ ,ܤܣ = ଵ

ଷ
ܤܯ ,ܤܣ = ଶ

ଷ
 и ܤܣ

ܰܯ = ܰܣ − ܯܣ = ଵ
ଵହ
  то ,ܤܣ

:ܲܤ ܲܭ = ܯܰ:ܤܯ = ଶ
ଷ
:ܤܣ ଵ

ଵହ
ܤܣ = 10: 1. 

Аналогично находим  
ܤ ଵܲ: ܭ ଵܲ = :ଵܯܤ ଵܰܯ = ଵ

ଷ
:ܤܣ ସ

ଵହ
ܤܣ = 5: 4.  

Ответ: 10: 1 или 5: 4. 

Пример 4. Радиус окружности, впи-
санной в равнобедренный треугольник 
равен 128 см, а косинус угла при его осно-
вании равен ଻

ଽ
. Найти радиус окружно-

сти, касающейся вписанной окружности 
этого треугольника и двух его сторон.  

Решение. По-
скольку в условии 
задачи не указано 
относительно ка-
ких двух сторон 
касается окруж-
ность, радиус ко-
торой нужно най-
ти, то возможно 
три варианта. Од-
на окружность ка-
сается сторон ܤܣ и ܥܤ, а две другие, 
одинакового радиуса, касаются основа-
ния ܥܣ и ܤܣ или ܥܤ (см. рис. 14).  

Центр ܱ вписанной в треугольник 
 окружности – точка пересечения 	ܥܤܣ
биссектрис треугольника. Пусть искомые 
радиусы окружностей равны ݎଵ и ݎଶ.  

Радиус ݎଵ находим из прямоугольного 
треугольника ܱଵܱܯଵ, в котором ܱଵܱ =
= ଵݎ + 128 (расстояние между центрами 
касающихся внешним образом окружно-
стей), ܱܯଵ = ܭܱ − ܱଵܮ = 128 −  и	ଵݎ
sin ܱܱଵܯଵ =sin ܱଵܮܤ =  
= cos ܣܥܤ = ଻

ଽ
. Тогда из уравнения  

ଵܯܱ

ܱܱଵ
=
128 − ଵݎ
ଵݎ + 128 =

7
9 

получаем ݎଵ = 16. 
Аналогично находим радиус ݎଶ из пря-

моугольного треугольника ܱଶܱܯଶ, в ко-
тором ܱଶܱ = ଶݎ + ଶܯܱ ,128 = 128 −   ଶ иݎ

sin  ܱܱଶܯଶ =sin ܱܪܣ = 

= ටଵିୡ୭ୱ  ஻஺ு
ଶ

= ଵ
ଷ
. 

Тогда из уравнения  
ଶܯܱ

ܱܱଶ
=
128 − ଶݎ
ଶݎ + 128 =

1
3 

получаем ݎଶ = 64. 
Ответ: 16 или 64. 

 
Рис. 13 

 
Рис. 14 
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Т46. Хорды, равноудаленные от центра ок-
ружности, равны. 
Т47. Диаметр, перпендикулярный хорде, 
делит хорду и стягиваемые ею дуги попо-
лам. 

Т48. Длины касательных, проведенных из 
одной точки вне круга к окружности, рав-
ны между собой. 
Т49. Через точку, лежащую на окружно-
сти, можно провести лишь одну касатель-
ную к этой окружности. 
Т50. Касательная перпендикулярна радиу-
су, проведенному в точку касания. 

Т51. Если через точку M вне окружно-
сти провести две секущие, то произве-
дения длин секущих на их внешние час-
ти будут равны (теорема о секущей) 
(см. рис. 15): 

MDMBMCMA  . 

Т52. Если через точку M вне окружности 
провести секущую и касательную, то 
произведение длины секущей на ее 
внешнюю часть будет равно квадрату 
длины касательной (теорема о секущей 
и касательной) (см. рис. 16):  

2MCMBMA  . 

Т53. Если через точку M внутри окруж-
ности провести две пересекающиеся 
хорды AD и BC, то произведения отрез-
ков этих хорд будут равны (теорема о 
хордах): (см. рис. 17): 

MADMMBCM 

1.2. Окружность и круг 
О12. Окружностью называется мно-

жество точек плоскости, находящихся на 
одинаковом расстоянии от данной точки 
(центра окружности). Кругом называется 
часть плоскости, ограниченная окружно-
стью. 

Свойства хорд, секущих  
и касательных в круге 

О13. Отрезок, соединяющий две точки 
окружности, называется хордой. Хорда, 
проходящая через центр окружности, на-
зывается диаметром окружности. 

О14. Касательной к окружности назы-
вается прямая, имеющая с окружностью 
одну общую точку. 

142. Из точки A проведены две пря-
мые, касающиеся окружности радиуса r в 
точках M и N. Найдите длину отрезка 
MN, если расстояние от точки A до цен-
тра окружности равно a. 

143. Из одной точки проведены к ок-
ружности две касательные длиной 12 см, 
а расстояние между точками касания 14,4 
см. Определите радиус окружности. 

144. Через точку M, удаленную от цен-
тра окружности на расстояние b, прове-
дена секущая MA так, что она делится ок-
ружностью пополам MB = BA. Опреде-
лить длину секущей MA, если радиус ок-
ружности равен r.  

145. Из точки M проведена секущая 
MB окружности радиуса r, проходящая 
через ее центр, и касательная MA, причем  
MB = 2MA. Найти на каком расстоянии от 
центра окружности находится точка M.  

146. Из внешней точки проведены к 
окружности секущая длиной 12 и каса-
тельная, длина которой составляет 2/3 
внутреннего отрезка секущей. Найдите 
длину касательной. 

147. Внутри круга радиуса 15 см взята 
точка М на расстоянии 13 см от центра. 
Через точку М проведена хорда длиной 
18 см. Найдите длины отрезков, на кото-
рые точка М делит хорду. 

 
Рис. 16 

 
Рис. 15 
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Рис. 19 

Т55. Угол, составленный касательной и 
хордой, равен половине дуги, стягивае-
мой этой хордой (см. рис. 18). 

Т54. Величина вписанного угла равна по-
ловине дуги, заключенной внутри угла. 

Т57. Угол, составленный секущими к 
окружности, с вершиной вне окруж-
ности равен полуразности соответст-
вующих дуг (см. рис. 15): 

2
CDABCBDACB 

 . 

Т56. Угол (составленный пересекающи-
мися хордами) с вершиной внутри ок-
ружности равен полусумме соответст-
вующих дуг (см. рис. 17): 

.
2

CDABADBCAD 
  

Свойства дуг и хорд 
В одном круге или в равных кругах: 
1) если дуги равны, то и стягивающие 

их хорды равны и одинаково удале-
ны от центра; 

2) если две дуги, меньшие полуокруж-
ности, не равны, то большая из них 
стягивается большей хордой и из 
обеих хорд большая расположена 
ближе к центру. 

Углы, связанные с окружностью 
О15. Центральный угол – угол, вер-

шина которого лежит в центре окружно-
сти, а стороны являются радиусами. Ве-
личина центрального угла равна величи-
не соответствующей дуги (выраженной в 
радианах или градусах). 

О16. Вписанный угол – угол, вершина 
которого лежит на окружности, а сторо-
ны являются хордами.  

Следствие. Вписанный угол, опираю-
щийся на диаметр, прямой. 

Примечание: предполагается, что 
вершина угла является точкой касания. 

Длина окружности.  
Площадь круга и его частей 

О17. Сектор – часть 
круга, ограниченная ду-
гой и двумя радиусами 
(см. рис. 19). 

О18. Сегмент – часть 
круга, ограниченная ду-
гой и хордой (см. рис. 19). 

Формула длины окружности: 
RL  2 , где R – радиус окружности, – 

постоянная, не зависящая от окружности. 

Формула длины дуги: RxRl
180
 , 

где R – радиус окружности,   – величина 
центрального угла в радианах, содержа-
щего x  градусов. 

Формула площади круга: 2RS  , где  
R – радиус круга. 

Формулы площади:  

сектора: 22

3602
1 RxRS  ; 

сегмента: )sin(
2
1 2  RS ; 

кольца, образованного двумя концен-
трическими окружностями радиусов 1R  и 

2R  ( 12 RR  ), вычисляется по формуле: 
)( 2

1
2
2 RRS  . 

148. Из точки А, не лежащей на ок-
ружности, проведены к ней касательная и 
секущая. Расстояние от точки А до точки 
касания равно 16 см, а до одной из точек 
пересечения секущей с окружностью 
равно 32 см. Найдите радиус окружности, 
если секущая удалена от ее центра на 5 см. 

149. В большем из двух концентриче-
ских кругов проведена хорда, равная 32 
см и касающаяся меньшего круга. Опре-
делите длину радиуса каждого из кругов, 
если ширина образовавшегося кольца 
равна 8 см. 

             
 Рис. 17  Рис. 18 
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Т58. Окружности радиусов r и R с цен-
трами ܱଵ и ܱଶ касаются внешним обра-
зом тогда и только тогда, когда 
ܴ + ݎ = ܱଵܱଶ. 
Т59. Окружности радиусов r и R  
(r < R) с центрами ܱଵ и ܱଶ касаются 
внутренним образом тогда и только то-
гда, когда ܴ − ݎ = ܱଵܱଶ. 

Т60. Две окружности радиусов r и R  
(r < R) пересекаются тогда и только то-
гда, когда расстояние между их центра-
ми меньше, чем r + R, но больше, чем  
R − r. 
Т61. Линия центров двух пересекаю-
щихся окружностей перпендикулярна 
их общей хорде. 

 

150. Периметр сектора равен 28 см, а 
его площадь равна 49 см2. Определите 
длину дуги сектора. 

151. Найдите площадь круга, если пло-
щадь вписанного в него квадрата равна Q . 

152. К окружности, радиуса R, из точ-
ки M, находящейся на расстоянии l  от ее 
центра, проведены касательные 1MB  и 

2MB . Через произвольную точку C 
меньшей из дуг 21BB  проведена каса-
тельная к окружности, пересекающая от-
резки 1MB  и 2MB  в точках 1A  и 2A  соот-
ветственно. Найдите периметр треуголь-
ника 21MAA .  

153. Диаметр CD параллелен хорде AB 
той же окружности. Найдите длину хор-
ды AB, если bAC   и ܥܤ = ܽ (ܽ > ܾ). 

Касающиеся окружности 
О19. Касающимися окружностями 

называются такие две окружности, кото-
рые имеют лишь одну общую точку. 
Точка касания окружностей и их центры 
лежат на одной прямой. 

О20. Линией центров называется пря-
мая, проходящая через центры двух ок-
ружностей.  

154. Найдите отрезок общей внешней 
касательной к двум окружностям радиу-
сов r и R, касающихся внешним образом. 

155. Две окружности радиусов R  и 
2
R

 

касаются друг друга внешним образом. 
Один из концов отрезка длины R2 , обра-
зующего угол 30  с линией центров, 
совпадает с центром окружности мень-
шего радиуса. Какая часть отрезка лежит 
вне окружностей? 

156. Три окружности касаются внеш-
ним образом. Расстояние между центра-

ми окружностей равны 7 см, 8 см и 9 см. 
Найдите радиусы окружностей. 

157. Окружности радиусов 2 и 4 каса-
ются в точке В. Через точку В проведена 
прямая, пересекающая второй раз мень-
шую окружность в точке А, а большую – 
в точке С. Известно, что ܥܣ = 3√2. Най-
дите ВС. 

158. Окружности радиусов R и r каса-
ются внешним образом, лежат по одну 
сторону от некоторой прямой и касаются 
этой прямой. Найдите радиус ݎଵ окружно-
сти, касающейся каждой из данных и той 
же прямой так, что точка касания ее пря-
мой расположена между точками касания 
этой прямой данными окружностями. 

159. Две окружности внутренне каса-
ются в точке Q. Прямая, проходящая че-
рез центр 1O  меньшей окружности, пере-
секает большую окружность в точках A и 
D, а меньшую – в точках B и С. Найдите 
отношение радиусов этих окружностей, 
если : : 2 : 4 : 3AB BC CD  . 

160. Три окружности, радиусы кото-
рых относятся как 1:2:3. Найдите углы 
треугольника с вершинами в точках каса-
ния этих окружностей.  

161. В угол с вершиной A вписаны ка-
сающиеся окружности радиусов R и r. 
Пусть соответственно D и C – точки ка-
сания этих окружностей с одной из сто-
рон угла. Найдите DA и CA. 

162. В полукруг радиуса R вписаны две 
окружности одинакового радиуса, касаю-
щиеся друг друга. Найдите их радиус.  

Пересекающиеся окружности 

163. Две пересекающиеся окружности 
имеют общую касательную. Расстояние 
между точками касания равно 4. Расстоя-
ние между центрами окружностей равно 
5, а радиус меньшей окружности равен 2. 
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Т62. Две окружности радиусов r и R  
(r < R) не пересекаются тогда и только 
тогда, когда расстояние между их цен-
трами больше, чем r + R, или меньше, 
чем R − r. 

 

Найдите величину радиуса большей ок-
ружности. 

164. Две окружности пересекаются в 
точках А и В. Через точку А к ним прове-
дены касательные АM и AN (M и N – точ-
ки окружностей). Докажите, что:  

а)  180MANABN ; б) BNMBAB 2 . 
165. Две окружности пересекаются в 

точках А и В, через точку А проведены 
хорды АС и AD, касающиеся данных ок-
ружностей; 2:3: ADAC . Найдите от-
ношение ВDВC : . 

166. Две окружности радиуса 32 с цен-
трами 1О  и 2О , пересекаясь, делят отре-
зок 21ОО  на три равные части. Найдите 
радиус окружности, которая касается из-
нутри обеих данных окружностей и каса-
ется отрезка 21ОО . 

167. Общая хорда двух окружностей 
служит для одной из них стороной впи-
санного квадрата, а для другой – стороной 
правильного шестиугольника. Найдите 
расстояние между центрами окружностей, 
если радиус меньшей из них равен 5. 

168. В пересечение двух равных кру-
гов вписан ромб с диагоналями 12 и 6. 
Найдите радиус окружностей. 

Непересекающиеся окружности 

169. Найдите длины общих касатель-
ных к окружностям, радиусы которых 
равны R и r, а расстояние между их цен-
трами равно ܽ (ܽ ≥ ܴ +  .(ݎ

170. Две непересекающиеся окружно-
сти вписаны в угол. К этим окружностям 
проведена общая внутренняя касатель-
ная, касающаяся их в точках B1 и B2 и пе-
ресекающая стороны угла в точках A1 и 
A2. Докажите, что A1B1 = A2B2. 

171. Центр O1 первой окружности ра-
диуса r удален на расстояние m от центра 
O2 второй окружности радиуса R (ܴ > ,ݎ
ܴ − ݎ < ݉ < ܴ +  Найдите длину дуги .(ݎ
первой окружности, заключенной внутри 
второй окружности. 

Примеры многовариантных задач 
Пример 5. Даны две окружности ра-

диусов 3 и 2. Расстояние между их цен-
трами равно 13. К этим окружностям 
проведена общая внутренняя касатель-
ная. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся общей внутренней касатель-
ной и обеих данных окружностей.  

Решение. Обозначим через B и C – 
точки касания с меньшей и большей ок-
ружностями соответственно их общей 
внутренней касательной. Возможны два 
случая (рис. 20 или 21) расположения ис-
комой окружности (касание с меньшей 
окружностью в точке В или касание с 
большей окружностью в точке С). В обо-
их случаях прямая ВС будет общей 
внешней касательной для выбранной па-
ры окружностей. 

Пусть искомая окружность с центром 
О касается меньшей окружности в точке 
B, значит и прямой ВС (см. рис. 20). Про-
ведем перпендикуляр О2D к прямой ОО1. 
В прямоугольном треугольнике 21DOO  с 
катетом 51 DO  и гипотенузой 1321 OO  
найдем 122 DO . 

Обозначим искомый радиус через R, 
тогда 3 RDO , 32  ROO . Используя 
теорему Пифагора для прямоугольного 
треугольника 2ODO , составим уравнение 

222 )3(12)3(  RR , откуда R = 12. 

 
Рис. 20 

 
Рис. 21 
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Т63. Сумма внутренних углов выпуклого 
n-угольника равна )2(180  n , или )2(  n  
радиан. 
Т64. Сумма внешних углов выпуклого n-
угольника равна 360  или 2  радиан.  
Т65. Площадь любого четырехугольника 
выражается формулой  

 sin
2
1

21ddS , 

где 1d  и 2d  – диагонали, а   – угол между 
ними. 

Второй случай, когда третья окруж-
ность касается большей окружности в 
точке C (см. рис. 21), оставляем читате-
лю. 

Ответ: 12 или 18. 

Пример 6. Две окружности пересека-
ются в точках А и В. Через точку А про-
ведены диаметры АС и AD этих окруж-
ностей. Найдите расстояние между 
центрами окружностей, если BD = 7,  
ВС =13.  

Решение. Отрезок AB  – общая хорда 
данных окружностей. В условии не ука-
зано расположение центров окружностей 
относительно AB . Поэтому задача до-
пускает два вида чертежа, когда центры 
окружностей лежат по разные стороны от 
их общей хорды AB  или центры окруж-
ностей лежат по одну сторону от АВ. 

Пусть центры окружностей О1 и О2 
лежат по разные стороны от их общей 
хорды AB  (см. рис. 22). Так как вписан-
ные углы DBA и CBA, опирающиеся на 
диаметры окружностей, прямые, то точки 
D, В и С лежат на одной прямой. Отрезок 
О1О2 в треугольнике DAC является сред-

ней линией, поэтому 10
2
137

21 


OO . 

Второй случай рассмотрите самостоя-
тельно (см. рис. 23). 

Ответ: 3 или 10. 

1.3. Многоугольники 

Выпуклые четырехугольники 

Приведем несколько полезных фактов 
(см. рис. 24). 

1. Середины сторон произвольного че-
тырехугольника являются вершинами 
некоторого параллелограмма. 

2. Стороны этого параллелограмма па-
раллельны соответствующим диагоналям 
четырехугольника. 

3. Отрезки прямых, соединяющие се-
редины противоположных сторон четы-
рехугольника в точке своего пересечения 
делятся пополам. 

4. Сумма квадратов диагоналей четы-
рехугольника равна удвоенной сумме 
квадратов отрезков, соединяющих сере-
дины противоположных сторон. 

5. Если биссектрисы всех углов мно-
гоугольника пересекаются в одной точке 
O, то в него можно вписать окружность. 
Точка O будет центром этой окружности. 

6. Если в многоугольник можно впи-
сать окружность, то радиус окружности 
выражается формулой:  

2Sr
p

 , 

где S  и p  – соответственно площадь и 
полупериметр многоугольника. 

A

K

B
L

C

M

D
N

E

 
Рис. 24 

 
Рис. 22 

 
Рис. 23 
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Т66. Его внутренние углы равны 

n
n )2(180   или 

n
n )2(   радиан. 

Т67. В правильный многоугольник все-
гда можно вписать окружность. Около 
правильного многоугольника всегда 
можно описать окружность. 

Т68. Пусть na  – длина стороны правиль-
ного n-угольника, nS – его площадь, r и R 
– радиусы вписанной и описанной ок-
ружностей. Эти величины связаны фор-
мулами: 

ܵ௡ =
௡௔೙௥
ଶ
	, ܽ௡ = 2ܴ sin ஠

௡
ݎ  , = ܴ cos ஠

௡
.  

7. Если перпендикуляры, восстанов-
ленные к серединам всех сторон много-
угольника, пересекаются в одной точке 

1O , то вокруг него можно описать ок-
ружность и ее центром будет точка 1O . 

172. В четырехугольнике ABCD АС = 
12, BD = 16, BDAC  . Найдите расстоя-
ние между серединами сторон АВ и CD. 

173. Диагонали АС и BD четырех-
угольника ABCD пересекаются в точке О, 
площади треугольников АОВ и AOD рав-
ны соответственно 12 и 8, АО : ОС = 4 : 5. 
Найдите площадь четырехугольника. 

Правильные многоугольники 
О21. Правильный многоугольник – 

многоугольник, у которого все стороны и 
все углы одинаковы. 

Другие свойства правильных много-
угольников:  

1. Любые два правильных n-угольника 
подобны друг другу. В частности, если у 
них стороны одинаковы, то они равны.  

2. Диагонали правильного шести-
угольника разбивают его на шесть пра-
вильных треугольников. 

3. Сумма расстояний от любой точки 
внутри правильного многоугольника до 
его сторон (или их продолжений) не за-
висит от положения точки: 

consthhh n  21 . 

174. (ЕГЭ, 2005). Найдите площадь 
правильного двенадцатиугольника, если 
его сторона равна .326    

175. (ЕГЭ, 2005). Точка О является 
центром правильного девятиугольника 
ABCDEFGHK. Площадь треугольника 

OAD равна .
4

325
 Найдите длину пер-

пендикуляра ОМ, опущенного на диаго-
наль AD. 

176. (ЕГЭ, 2005). В правильном шес-
тиугольнике 654321 АААААА  сторона рав-

на .38  Отрезок ВС соединяет середины 
сторон 43 АА  и 65 АА . Найдите длину от-
резка, соединяющего середину стороны 

21 АА  с серединой отрезка ВС. 
177. (ЕГЭ, 2003). Сторона правильного 

шестиугольника ABCDEF равна .332  
Найдите радиус окружности, вписанной в 
треугольник МРK, если М, Р и K – сере-
дины сторон АВ, CD, EF соответственно.  

178. В окружность радиуса )33(   см 
вписан правильный шестиугольник  
ABCDEF. Найдите радиус круга, вписан-
ного в треугольник ACD. 

179. Найти сторону правильного вось-
миугольника, зная радиус R  описанной 
окружности.  

180. Один правильный шестиугольник 
вписан в окружность, а другой описан 
около нее. Найти радиус окружности, ес-
ли разность периметров этих шести-
угольников равна 6. 

Параллелограмм 
О22. Параллелограмм – это четырех-

угольник, у которого противолежащие 
стороны параллельны. 

Свойства параллелограмма: 
1. Противоположные стороны попарно 

равны. 
2. Противоположные углы попарно 

равны. 
3. Сумма углов, прилежащих к любой 

стороне, равна 180 . 
4. Диагонали точкой пересечения де-

лятся пополам. 
5. Точка пересечения диагоналей явля-

ется центром симметрии. 
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6. Сумма квадратов диагоналей равна 
сумме квадратов всех сторон. 

7. Каждая диагональ делит параллело-
грамм на два равных треугольника. 

8. Две диагонали делят параллелограмм 
на четыре равновеликих треугольника. 

9. Высоты параллелограмма, опущен-
ные из одной вершины, образуют угол, 
равный углу параллелограмма при сосед-
ней вершине. 

10. Высоты обратно пропорциональны 
соответственным сторонам. 

11. Биссектриса угла параллелограмма от-
секает от него равнобедренный треугольник. 

12. Биссектрисы смежных углов па-
раллелограмма перпендикулярны, а бис-
сектрисы противоположных углов парал-
лельны или лежат на одной прямой. 

13. Середина любого отрезка с конца-
ми на противоположных сторонах парал-
лелограмма лежит на прямой, проходя-
щей через середины двух других сторон. 

Формулы площади параллелограмма: 

 sin
2
1sin 21ddabahS , 

где a  – основание, h  – высота; a  и b  – 
стороны, а   – угол между ними; 1d  и 2d  
– диагонали, а   – угол между ними. 

181. Высоты параллелограмма отно-
сятся как 3:4. Его периметр равен 42 см. 
Найдите стороны параллелограмма. 

182. Стороны параллелограмма отно-
сятся как 3:5. Меньшая диагональ 20 см. 
Периметр параллелограмма 80 см. Най-
дите площадь параллелограмма. 

183. Периметр параллелограмма равен 
28 см, а его острый угол – .60  Опреде-
лите высоты параллелограмма, если его 
площадь равна 324  см2. 

184. Величина одного из углов парал-
лелограмма равна 60 , а меньшая диаго-
наль 312  см. Длина перпендикуляра, 
проведенного из точки пересечения диа-

гоналей к большей стороне, равна 
2
75

 

см. Найдите длины сторон и большой 
диагонали параллелограмма. 

185. Биссектриса угла А параллело-
грамма ABCD пересекает сторону ВС в 

точке K. Найдите площадь параллело-
грамма, если ВK = KС = 5 м, АK = 8 м. 

186. В параллелограмме ABCD 
 120C . Биссектрисы углов В и С пе-

ресекаются в точке K, лежащей на сторо-
не AD, СK = 3. Найдите площадь парал-
лелограмма. 

187. Диагонали АС и BD параллело-
грамма ABCD пересекаются в точке О, 
BD = 26, АС = 40, ВС = 21. Отрезок ОЕ – 
перпендикуляр к стороне ВС. Найдите 
разность площадей четырехугольников 
DCEO и АВЕО. 

188. В треугольник вписан параллело-
грамм со сторонами 3 и 5 см и диагона-
лью 6 см. Найдите стороны треугольника, 
если известно, что диагонали параллело-
грамма параллельны боковым сторонам 
треугольника, а меньшая из его сторон 
лежит на основании треугольника. 

189. (ЕГЭ, 2003). Найдите периметр 
параллелограмма ABCD, если AD = 10, 
BD = 8, а отрезок, соединяющий вершину 
В с серединой стороны AD, равен .15  

190. (ЕГЭ, 2007). В параллелограмме 
ABCD биссектриса угла D пересекает 
сторону АВ в точке K и прямую ВС в точ-
ке P. Найдите периметр треугольника 
CDP, если DK = 18, РK = 24, AD = 15. 

191. В параллелограмме ABCD на про-
должении стороны BC за вершину ܥ вы-
брана точка ܧ. Диагональ ܦܤ и отрезок 
-Найдите дли .ܨ пересекаются в точке ܧܣ
ну отрезка ܯܨ, если точка ܯ лежит на ܦܥ 
так, что ܥܤ ,ܥܤ||ܯܨ = ܽ, а ܧܤ = ܾ. 

192. На стороне BC  параллелограмма 
ABCD площадью 1 взята точка M  так, 
что 3:2: MCBM . Отрезок DM  пересе-
кает диагональ AC  в точке K . Найдите 
площадь треугольника AMK . 

193. Внутри параллелограмма ABCD 
взята произвольная точка M так, что 
஺ܵ஻ெ = ଵܵ, ܵெ஼஽ = ܵଶ. Найдите площадь 

параллелограмма. 
194. В параллелограмме со сторонами 

a  и b  и углом   проведены биссектрисы 
четырех углов. Найдите площадь четы-
рехугольника, ограниченного биссектри-
сами.  
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Ромб 
О23. Ромб – это параллелограмм, у ко-

торого все стороны равны. 
Свойства ромба:  
1. Ромб обладает всеми свойствами 

параллелограмма. 
2. Диагонали ромба перпендикулярны 

друг другу. 
3. Диагонали ромба являются биссек-

трисами его внутренних углов. 
4. Диагонали ромба являются его ося-

ми симметрии. 
5. Высоты ромба равны. 
6. В ромб можно вписать окружность. 
Формулы площади ромба: 

ahddaS  21
2

2
1sin , 

где a  и α – сторона ромба и угол между 
сторонами соответственно, 1d  и 2d – диаго-
нали, ℎ – высота. 

195. Сумма длин диагоналей ромба 
равна 16 см, а его площадь равна 28 см2. 
Найдите сторону ромба. 

196. В треугольник вписан ромб со 
стороной 12 см так, что один угол у них 
общий, а противоположная вершина 
ромба лежит на стороне треугольника и 
делит эту сторону на отрезки 6 и 8 см. 
Найдите стороны треугольника. 

197. Высота ромба, проведенная из 
вершины тупого угла, делит его сторону 
на отрезки длиной 3 и 4. Определите диа-
гонали ромба. 

198. (ЕГЭ, 2005). Дан ромб ABCD с 
острым углом В. Площадь ромба равна 
320, а синус угла В равен 0,8. Высота СН 
пересекает диагональ BD в точке K. Най-
дите длину отрезка СK. 

Прямоугольник 
О24. Прямоугольником называется па-

раллелограмм, у которого все углы прямые. 
Свойства прямоугольника: 
1. Прямоугольник обладает всеми 

свойствами параллелограмма. 
2. Диагонали прямоугольника равны. 
3. Около прямоугольника можно опи-

сать окружность. Радиус описанной ок-

ружности равен 
2
dR  , где d  – диаго-

наль прямоугольника. 

Формулы площади прямоугольника: 

 sin
2
1 2dabS , 

где a  и b  – стороны прямоугольника, α – 
угол между диагоналями. 

199. В прямоугольнике ABCD АВ = 60 
см, ВС = 45 см. Сторона DC разделена на 
три равные части точками Е и F. Отрезки 
прямых, соединяющие вершины А и В с 
точками Е и F соответственно, продол-
жены до пересечения в точке М, лежащей 
вне прямоугольника. Найдите площадь 
треугольника EFM. 

200. В прямоугольнике проведены 
биссектрисы двух углов, прилежащих к 
большей стороне. Определите, на какие 
части делится площадь прямоугольника 
этими биссектрисами, если стороны пря-
моугольника равны 2 и 4. 

201. В прямоугольнике со сторонами 3 
и 5 проведены биссектрисы всех углов до 
взаимного пересечения. Найдите пло-
щадь четырехугольника, образованного 
биссектрисами. 

202. Внутри прямоугольника ܦܥܤܣ 
взята точка M так, что ܯܣ = ܯܤ ,ܽ = ܾ, 
ܯܥ = ܿ и ܯܦ = ݀. Докажите, что 
ܽଶ + ܿଶ = ܾଶ + ݀ଶ. 

Квадрат 
О25. Квадратом называется прямо-

угольник, у которого все стороны равны. 
Свойства квадрата: 
1. Квадрат обладает всеми свойствами 

ромба и прямоугольника. 
2. Радиус окружности, описанной око-

ло квадрата, равен 
2

2
2

аdR  , где а и 

d  – сторона и диагональ квадрата соот-
ветственно. 

Формулы площади квадрата: 
22

2
1 daS  . 

203. Найдите длину стороны квадрата, 
вписанного в равнобедренный треуголь-
ник с основанием 6 см и боковой сторо-
ной 5 см так, что две его вершины лежат 
на основании треугольника, а две другие 
– на боковых сторонах. 
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Рис. 26 

Т69. Средняя линия трапеции параллельна 
ее основаниям и равна полусумме основа-

ний: 
2

,|| bamADMN 
  (см. рис. 26). 

204. Найдите сторону квадрата, впи-
санного в прямоугольный треугольник с 
катетами a  и b  так, что сторона квадрата 
лежит на гипотенузе, а две вершины ле-
жат на катетах. 

205. Две взаимно перпендикулярные 
прямые пересекают стороны АВ, ВС, CD 
и DA квадрата ABCD соответственно в 
точках E, F, K, L. Докажите, что EK = FL. 

Трапеция 
О26. Трапецией называется четырех-

угольник, две стороны (основания) кото-
рого параллельны, а две другие (боковые 
стороны) – не параллельны. 

О27. Отрезок прямой, соединяющий 
середины непараллельных сторон трапе-
ции называется средней линией трапеции. 

Свойства трапеции: 
1. Сумма углов, прилежащих к боко-

вой стороне, равна 180°. 
2. Биссектриса угла трапеции, пересе-

кающая второе основание, отсекает от 
трапеции равнобедренный треугольник. 

3. Средняя линия трапеции делит лю-
бой отрезок с концами, лежащими на пря-
мых, содержащих основания, пополам. 

4. Диагонали трапеции разбивают ее 
на четыре треугольника, причем тре-
угольники, прилежащие к основаниям, 
подобны друг другу, а треугольники, 
прилежащие к боковым сторонам, равно-

велики, т.е. 
имеют равные 
площади (см. 
рис. 25):  

,~ DOABOC 

OCDOAB SS   . 
5. В любой трапеции следующие че-

тыре точки лежат на одной прямой: сере-
дины оснований, точка пересечения диа-
гоналей, точка пересечения продолжений 
боковых сторон. 

6. Отрезок, параллельный основаниям 
трапеции, проходящий через точку пере-
сечения диагоналей и соединяющий две 

точки на боковых сторонах, делится точ-
кой пересечения диагоналей пополам (см. 
рис. 26). Его 
длина есть 
среднее гармо-
ническое осно-
ваний трапеции: 

ba
abMN



2

. 

7. Если в трапецию вписана окруж-
ность, то отрезки, соединяющие центр 
окружности с концами боковой стороны 
трапеции, перпендикулярны. 

8. Если в трапецию вписана окруж-
ность и qpnm ,,,  длины отрезков бо-
ковых сторон от точек касания до вер-
шин, то для вычисления радиуса вписан-
ной в нее окружности можно использо-
вать формулы: 

pqmnr  . 
Площадь трапеции с основаниями а 

и b, высотой h и средней линией m выра-
жается формулой  

2
a bS h mh

  . 

О28. Трапеция с равными боковыми 
сторонами называется равнобедренной 
(равнобочной, равнобокой).  

Свойства равнобедренной трапеции:  
1. Углы при основании равны между 

собой. 
2. Диагонали равны. 
3. Проекция диагонали на большее ос-

нование равна средней линии. 
4. Если диагонали взаимно перпендику-

лярны, то высота равна средней линии и 
площадь трапеции равна квадрату высоты. 

206. Основания трапеции ABCD AD =  
= 20, ВС = 14. На сколько нужно продол-
жить сторону АВ до пересечения с про-
должением стороны DC, если АВ = 6? 

207. В трапеции ABCD с длинами ос-
нований AD = 12 см, ВС = 8 см на луче 
ВС взята такая точка М, что АМ делит 
трапецию на две равновеликие фигуры. 
Найдите СМ. 

208. В трапеции ABCD с основаниями 
ВС и AD ABCACD  , ВС = 12 см,  
AD = 27 см. Найдите диагональ АС. 

 B C 

D 
O 

A 
Рис. 25 
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Т70. В четырехугольник можно вписать 
окружность тогда и только тогда, когда 
суммы его противоположных сторон рав-
ны друг другу. 

209. Средняя линия трапеции разбива-
ет ее на две трапеции, площади которых 
относятся как 2:1. Чему равно отношение 
оснований трапеции? 

210. Площади треугольников, образо-
ванных отрезками диагоналей трапеции с 
ее основаниями, равны 4 см2 и 25 см2. 
Найдите площадь данной трапеции. 

211. В трапеции длина средней линии 
равна 4 см, а углы при одном из основа-
ний равны 40  и 50 . Найдите длины 
оснований трапеции, если длина отрезка, 
соединяющего середины этих оснований, 
равна 1 см. 

212. В трапеции сумма углов при 
большем основании равна 90 , сумма 
оснований равна 58 , а разность осно-
ваний равна 55 . Найдите площадь тра-
пеции, если одна из боковых сторон рав-
на 10. 

213. Биссектрисы тупых углов при ос-
новании трапеции пересекаются на дру-
гом ее основании. Найдите все стороны 
трапеции, если ее высота равна 12 см, а 
длины биссектрис 15 и 13 см. 

214. В трапеции большее основание 
равно 5, одна из боковых сторон равна 3. 
Известно, что одна из диагоналей пер-
пендикулярна заданной боковой стороне, 
а другая делит угол между заданными 
боковой стороной и основанием пополам. 
Найдите площадь трапеции. 

215. Одно из оснований трапеции рав-
но 24 см, а расстояние между серединами 
диагоналей 4 см. Найдите другое основа-
ние. 

216. Через точку пересечения диагона-
лей трапеции параллельно основаниям 
проведена прямая. Найдите длину отрез-
ка этой прямой, отсекаемого боковыми 
сторонам трапеции, основания которой 
равны 6 и 4. 

217. Найдите площадь равнобедренной 
трапеции, если ее высота равна 16, а диа-
гональ равна 20. 

218. Основания ВС и AD равнобедрен-
ной трапеции ABCD  равны 4 и 8 соответ-
ственно. В трапеции проведены две вы-
соты СН и BN. Диагональ АС пересекает 
высоту BN в точке О и равна 53 . Най-
дите длину отрезка ON. 

219. Найдите площадь равнобедренной 
трапеции, зная длину ее диагонали 10 см 
и величину угла в 15  между этой диаго-
налью и большим основанием. 

220. В равнобедренной трапеции одно 
основание равно 40 см, а другое 24 см. 
Диагонали трапеции взаимно перпенди-
кулярны. Найдите ее площадь. 

221. Найдите площадь трапеции, если 
известно, что при последовательном со-
единении середин ее сторон образуется 
квадрат, сторона которого равна 6 см. 

222. В трапеции ABCD стороны BC и AD 
параллельны, O  – точка пересечения диа-
гоналей. Известно, что площади треуголь-
ников ОВС и OАD равны соответственно 

1S  и 2S . Найдите площадь трапеции. 
223. В прямоугольной трапеции мень-

шая из боковых сторон равна средней 
линии, а большая – большему основанию. 
Меньшее основание равно 3 см. Найдите 
площадь трапеции. 

224. В прямоугольной трапеции бис-
сектриса тупого угла делит основание на 
отрезки 8 и 5 см от острого угла, острый 
угол 60 . Найдите площадь трапеции. 

225. Средняя линия трапеции, равная 
10 см, делит площадь трапеции в отно-
шении 3:5. Найдите длины оснований 
трапеции. 

226. В трапеции длины оснований 
равны 5 и 15 см, а длины диагоналей – 12 
и 16 см. Найдите площадь трапеции. 

227. В трапеции боковые стороны рав-
ны 17 и 25 см, а основания – 16 и 44 см. 
Найдите площадь трапеции. 

228. Основания трапеции равны a  и  
b . Найдите длину отрезка, параллельного 
основаниям и делящего площадь трапе-
ции пополам. 

Вписанные и описанные  
четырехугольники 

О29. Четырехугольник называется 
описанным, если существует окружность, 
касающаяся всех его сторон. Такая ок-
ружность называется вписанной. 
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Рис. 27 

Т71. Около четырехугольника можно 
описать окружность в том и только том 
случае, если суммы противоположных 
углов четырехугольника равны 180 . 

Центр окружности вписанной в четы-
рехугольник, лежит в точке пересечения 
биссектрис всех внутренних углов данно-
го четырехугольника. 

О30. Четырехугольник называется 
вписанным, если существует окружность, 
проходящая через все его вершины. Та-
кая окружность называется описанной. 

Следствие. Около любого прямо-
угольника, любой равнобедренной трапе-
ции можно описать окружность. 

229. Докажите, что 
если в четырехуголь-
ник вписана окруж-
ность, то суммы углов 
между парами отрез-
ков, направленных из 
центра окружности к 
концам противопо-

ложных сторон четырехугольника равны 
180, т.е.  180  (см. рис. 27). 

230. Докажите, что площадь описанно-
го четырехугольника может быть вычис-
лена по формуле: 

prS  , 
где p  полупериметр четырехугольника, 
r  радиус окружности. 
231. Докажите, что площадь вписанно-

го четырехугольника может быть вычис-
лена по формуле: 

))()()(( dpcpbpapS  , 
где dcba ,,, стороны, а p  полупери-
метр четырехугольника. 

232. Докажите, что при диагональном 
разбиении вписан-
ного четырех-
угольника образу-
ется четыре пары 
равных углов (см. 
рис. 28): 

,BDABCA   
,ACDABD   
,DBCDAC   
.CABCDB   

233. Докажите, что произведения длин 
отрезков, на которые каждая диагональ 
вписанного четырехугольника разбивает-
ся точкой пересечения диагоналей, равны 

pqmn   (см. рис. 28). 
234. Окружность вписана в равнобед-

ренную трапецию с основаниями a  и b . 
Найдите высоту трапеции. 

235. Окружность, вписанная в трапе-
цию, разбивает боковую сторону точкой 
касания на отрезки длины ݉ и ݊. Найдите 
ее радиус.  

236. Прямоугольная трапеция описана 
около окружности. Найдите радиус этой 
окружности, если длины оснований тра-
пеции равны a и b. 

237. Окружность проходит через вер-
шины B, C и D трапеции ABCD и касается 
стороны AB в точке B. Найдите длину 
диагонали BD, если длины оснований 
трапеции равны a  и b . 

238. В ромбе диагонали равны 10 и 24 
см. Найдите радиус окружности, вписан-
ной в этот ромб. 

239. В ромб с острым углом 30  впи-
сан круг, а в круг – квадрат. Найдите от-
ношение площади ромба к площади 
квадрата. 

240. Вершины прямоугольника, вписан-
ного в окружность, делят ее на четыре ду-
ги. Найдите расстояние от середины одной 
из больших дуг до вершин прямоугольни-
ка, если стороны его равны 24 и 7 см. 

241. Найдите отношение площади 
квадрата, вписанного в сегмент с дугой 

180 , к площади квадрата, вписанного в 
сегмент того же самого круга с дугой 90 . 

242. Окружность касается двух смеж-
ных сторон квадрата и делит каждую из 
двух других сторон на отрезки, равные 2 
и 23 см. Найдите радиус окружности. 

243. В трапецию, периметр которой 
равен 42 см, вписана окружность. Три 
стороны трапеции, взятые в последова-
тельном порядке, относятся как 2:7:12. 
Найдите площадь трапеции. 

244. Средняя линия равнобочной тра-
пеции, описанной около круга, равна 170. 
Найдите радиус круга, если известно, что 
нижнее основание больше верхнего на 
160. 

 
Рис. 28 

A M
n O

q
m

p

D

C
B



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

29 
20.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

245. Найдите диаметр окружности, 
вписанной в равнобедренную трапецию, 
если сумма оснований трапеции равна 15 
а разность оснований равна 9. 

246. Трапеция ABCD вписана в окруж-
ность. Найдите среднюю линию трапе-
ции, если ее большее основание AD равно 
15, синус угла ВАС равен 1/3, синус угла 
ABD равен 5/9. 

247. В равнобедренную трапецию, 
один из углов которой равен 60 , а пло-
щадь равна 324 , вписана окружность. 
Найдите радиус этой окружности. 

248. В равнобокой трапеции боковая 
сторона делится точкой касания вписан-
ной окружности на отрезки с длинами 5 
см и 8 см. Найдите площадь круга, впи-
санного в трапецию. 

249. Меньшее основание равнобедрен-
ной трапеции равно 6 м, большее – 12 м, 
угол при основании – 60 . Найдите ради-
ус описанной около трапеции окружности. 

250. В прямоугольной трапеции, опи-
санной около окружности, большая боко-
вая сторона равна 13, а средняя линия рав-
на 12,5. Найдите ее меньшее основание. 

251. (ЕГЭ, 2006). Найдите среднюю 
линию равнобедренной трапеции, опи-
санной около окружности радиуса ,5  
если тангенс угла при основании трапе-
ции равен 0,5. 

252. В трапеции ABCD синус угла ме-
жду боковой стороной и большим осно-
ванием AD равен 5/6, а синус угла ADB 
равен 7 /4. Найдите среднюю линию 
трапеции, если радиус окружности, опи-
санной около трапеции, равен 8. 

Примеры многовариантных задач 
Пример 7. Дан параллелограмм ABCD, 

,2AB  3BC , .60A  Окружность 
с центром в точке О касается биссек-
трисы угла D и двух сторон параллело-
грамма, исходящих из вершины одного 
его острого угла. Найти площадь четы-
рехугольника ABOD. 

Решение. Возможны два случая рас-
положения окружности, указанной в ус-
ловии задачи, относительно биссектрисы 
угла D. 

1. Окружность касается сторон угла c 
вершиной в точке А и является вписанной 
в треугольник AFD (см. рис. 29а). Тре-
угольник AFD – равнобедренный, а так 
как 60A   , то этот треугольник явля-
ется равносторонним со стороной 3. Ра-
диус вписанной в него окружности равен 

3 3 3 3 .
6 6 2

ADr     

В этом случае искомая площадь нахо-
дится следующим образом: 

1 1 5 3
2 2 4ABOD AOB AODS S S AB r AD r       . 

2. Окружность вписана в угол с вер-
шиной в точке С и является вписанной в 
треугольник ECD (см. рис. 29б). Тогда: 

3 3 ,
6 3

CDr    

ABOD ABCD BCO DOCS S S S     
3 1 3 1 3 13 32 3 3 2

2 2 3 2 3 6
          . 

Ответ: 5 3
4

 или 13 3
6

. 

Пример 8. Основания трапеции равны 
a  и b . Прямая, параллельная основани-
ям, разбивает трапецию на две трапе-
ции, площади которых относятся как 

3:2 . Найти длину отрезка этой прямой, 
заключенного внутри трапеции. 

Решение. Пусть параллельная прямая 
пересекает боковые 
стороны АВ и CD тра-
пеции в точках Е и F 
соответственно, .EF x  
Обозначим ,1SSBCFE   

2 ,AEFDS S  и пусть 

1 2: 2 :3,S S   тогда 

2 11,5 .S S  

 
 а б 

Рис. 29 
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Достроим трапецию ABCD до тре-
угольника AHD (см. рис. 30) и обозначим 

.SSBHC   Так как треугольники AHD и 
BHC подобны (докажите), то имеем

 2
1 2

2 .AHD

BHC

S S S S a
S S b

 
   (*) 

Так как треугольники EHF и ВHС по-
добны (докажите), то имеем 

2









b
x

S
S

AHD

EHF  или 2

2
1

b
x

S
SS




.   (**) 

Из соотношений (*) и (**) имеем  

2

2
211

b
a

S
SS




  и 2

2
11

b
x

S
S

 . 

Далее 2

22
21

b
ba

S
SS 




 и 2

22
1

b
bx

S
S 

 . 

Разделив одно равенство на другое, по-

лучим  .22

22

1

21

bx
ba

S
SS







 

С учетом соотношения 12 5,1 SS   име-
ем уравнение относительно переменной 

x : ,
2
5

22

22





bx
ba

 откуда .
5

32 22 bax 
  

2. Случай, когда площади трапеций 
AEFD и BCFE относятся как 3:2 , рас-
смотрите самостоятельно. В этом случае 
площади трапеций BCFE и AEFD отно-
сятся как 2:3 . 

Ответ: 
5

32 22 ba 
 или .

5
23 22 ba   

Замечание. Другой способ решения дан-
ной задачи рассмотрен в примере 26. 

Ответы к упражнениям главы 1 
1. 24; 32 и 40 см. 2. 17; 34 и 24 см.  
3. 10; 10 и 12 см. 4. а) да; б) нет; в) нет.  
5. 70 ; 70 ; 40  или 70 ; 55 ; 55 .  
6. 10°; 140°. 7. 7. 8. 3. 9. 5 см.  

10. 
2

15arcsin  ; 
2

15arccos  . 11. √7.  

12. 30°. 17. 1:)26(   или 2:)13(  .  
18. ;42 33 . 19. 3; 6; 9. 20. 282,24 см2. 
21. 36 см2. 22. ଻ଶ

ଵଷ
	 и ଼ସ

ଵଷ
 см. 23. 36 м2. 24. 15. 

25. 40 и 5 см или 10 и 20 см. 26. 24 см.  

28. 13 см. 29. 8. 30. 18. 31. 7; 24; 
25

168 . 32. 

18. 33. 8/3 . 34. 20. Указание. Используйте 
метод площадей. 35. 21 SSSNBP  , ABCS

2
21 )( SS  . 36. .)( 2

321 SSSSABC   

37. ).( nkkmkmnSSMNP   38. 
2: KCBK . 39. 1:2. 40. 4:5. 41. )./( mnn 

 
42. 










p
q

n
m

QE
BQ

1 , 





 

m
n

q
p

QD
AQ

1 . 46. 

Указание. Достройте треугольник до паралле-
лограмма и используйте соотношения между 
сторонами и диагоналями параллелограмма. 
47. Указание. Достройте треугольник МВС до 
параллелограмма и используйте соотношения 
между сторонами и диагоналями параллело-
грамма, где М – точка пересечения медиан.  

48. 21. 49. 3. 50. √ଵହ
ଶ

 2см . 51. 3. 52. 26 см. 

53. 10 см. 54. 3. 59. ௔
௕
ටܾଶ − ௔మ

ସ
. 60. |cos|  . 

61. 26 и 30 см. 62. 7 и 4√2 см. 63. 5.  
64. 12. 65. 75 2см . 66. 8. 67. 4√5 и  8√5. 
68. 3,75. 69. 120. 70. 4√5. 71. 30°, 60°, 
90°. 72. 10 см. 73. 27. 74. 25. 81. 6; 7 и 9 
см. 82. 2:1, считая от вершины C. 83. 10 
см. 84. 6 см. 85. 212  см. 86. 4,8. 87. ଺ଷ଴

ଷଵ
. 

88. 112. 89. 1176 см2. 90. 1 см. 91. 8. 92. 9 
см2. 93. ହ

ଵଶ
. 94. )( babc  . 97. 14. 98. 4. 

99. 13, 14 и 15. 100. ଷ√ଵ଴
ସ

 . 101. 126. 102. 3 
или 6 см. 103. 30. 104. 36. 105. 84. 106. 90.  
107. 6. 108. 10, 10 и 12. 109. 3814 .  
110. 3. 111. 21. 112. 5,13  . 113. 60 см2. 
114. 40. 115. 9, 12 и 15. 116. 3 и 4. 117. 1,2 
см2. 118. ଶ଴

଻
 и ଵହ

଻
. 119. 5√2 см. 120. 1 см. 

121. 24. 125. 168. 126. 5 см. 127. 4√3.  
128. 18. 129. 150 . 130. 15. 131. 98,4.  
132. 12. 133. 8. 134. 7. 135. 15. 136. 32 см2. 
137. 8 м. 138. 30 м. 139. √5. 140. 25.  

141. ctg
2
a . 142. 222 ra

a
r

 . 143. 9 см. 

144. )(2 22 rb  . 145. r
3
5 . 146. 6. 147. 4 и 

14 см. 148. 13 см. 149. 12 и 20 см. 150. 14 
см. 151. 2/QS  . 152. 222 Rl  .  

153. 
22

22

ba
ba


 . 154. rR2 . 155. 
4

73
.  

156. 3; 4 и 5 см. 157. 2√2.  
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158. 21 )( rR
Rrr


 . 159. 3
r
R . 160. ,

4


 

,
5
3arcsin

2
1

4


  
5
3arccos

2
1

4


 .  

161. 
rR

RrrCA



2

, 
rR
RrRDA




2
. 162. 

)12(  Rr . 163. 5. 165. 9:4. 166. 7. 167. 

2
)26(5  . 168. 7,5. 169. 22 )( rRa  . 

171. 
rm

Rmrr
2

arccos2
222 

 . 172. 10. 

173. 45. 174. 108. 175. 2,5. 176. 18. 177. 24. 
178. 3  см. 179. 22R . 180. 332  . 
181. 9 и 12 см. 182. 300 см2. 183. 33  и 

34 см. 184. 10; 12 и 912  см. 185. 48 м2. 
186. 39  см2. 187. 66. 188. 9; 9 и 26 см.  

189. 28. 190. 112. 191. 
ba

a


2

. 192. 3/16. 

193. 2( ଵܵ + ܵଶ). 194. 


 sin
2

)( 2baS . 

195. 6 см. 196. 14; 21 и 28 см. 197. 142  
и 352  см. 198. 10. 199. 225 см2. 200. 2; 2 
и 4. 201. 2. 203. 2,4 см. Указание. Исполь-
зовать подобие треугольников.  

204. ௔௕√௔
మା௕మ

௔మା௔௕ା௕మ
	. 205. Указание. Использо-

вать равенство треугольников. 206. 14. 207. 
2,4 см. 208. 18 см. Указание. Используйте 
подобие треугольников. 209. 5:1 или 1:5. 
210. 49 см2. 211. 3 и 5 см. 212. 40. 213. 
12,5; 16,9; 29,4 и 14 см. 214. 9,6.  
215. 16 или 32 см. 216. 4,8. 217. 192.  
218. 1. 219. 25. 220. 1024 см2. 221. 72 см2. 
222. 2)( 21 SS  . 223. 81 см2. 224. 344  
см2. 225. 5 и 15 см. 226. 96 см2. 227. 450 
см2. 228. 2/)( 22 ba  . 234. ab .  

235. mn . 236. 
ba

abr


 . 237. ab .  

238. 60/13 см. 239. 4. 240. 15 см и 20 см. 

241. 10:1. 242. 17 см. 243. 
2

663  см2.  

244. 75. 245. 6. 246. 12. 247. 3. 248. 40   
см2. 249. 6 м. 250. 10. 251. 10. 252. 10. 

Глава 2. Многовариантность задачи 
как результат неоднозначности в 
задании взаимного расположения 

элементов фигуры 
Настоящая глава посвящена рассмот-

рению случаев неоднозначного описания 
взаимного расположения элементов фи-
гуры. 

Приведем пример подобной задачи из 
тех, что были предложены на ЕГЭ по ма-
тематике в 2011 году, и представляющей 
собой взаимное расположение одной из 
вершин трапеции и прямой.  

Пример 9. (ЕГЭ-2011). Периметр рав-
нобедренной трапеции равен 136. Из-
вестно, что в эту трапецию можно впи-
сать окружность, причем боковая сто-
рона делится точкой касания в отноше-
нии 9: 25. Прямая, проходящая через 
центр окружности и вершину трапеции, 
отсекает от трапеции треугольник. 
Найти отношение площади этого тре-
угольника к площади трапеции.  

Решение. В условии задачи неодно-
значность возникает в результате того, 
что не указано конкретно через какую 
вершину трапеции проходит данная пря-
мая. 

Сама трапеция условием задачи зада-
ется однозначно. Действительно, по-
скольку в данную трапецию вписана ок-
ружность, то (см. рис. 31а) CDAB  

68 ADBC . Так как по условию тра-
пеция – равнобедренная, то CDAB  

34 . Тогда точка касания делит боковую 
сторону на отрезки, длины которых рав-
ны 9 и 25.  

Пусть точки M, L и N – точки касания 
окружности боковой стороны AB и осно-
вания BC и AD соответственно. Тогда 

25AM , 9MB . Так как отрезок LN 

 
 а б 

Рис. 31 
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перпендикулярен основаниям трапеции и 
точки L и N – середины BC и AD соответ-
ственно, а BLMB   и ANAM   (как от-
резки касательных, проведенные из од-
ной точки), то 182  BLBC , 

502  ANAD . 
Пусть высота трапеции равна h. Тогда  

hhADBCSABCD 34
2




 . 

Рассмотрим теперь возможные случаи 
расположения указанной в условии зада-
чи прямой. 

1. Пусть прямая проходит через центр 
окружности и вершину B (см. рис. 31а) и 
пересекает прямую AD в точке P. Из ра-
венства прямоугольных треугольников 
OBL и NOP (докажите) следует, что 

9 NPBL .  

hhNPANSABP 17)(
2
1

 . 

Следовательно, 2
1


ABCD

ABP

S
S . 

Поскольку трапеция равнобедренная, 
то для прямой, проходящей через верши-
ну C, получим тот же результат. 

2. Пусть теперь указанная в условии 
прямая проходит через центр окружности 
и вершину A (см. рис. 31б) и пересекает 
прямую BC в точке E, а боковую сторону 
CD в точке Q. Треугольник ABE – равно-
бедренный (  BAEBEA EAD ) и 

34 BEAB . Тогда 16 BCBECE .  
Треугольники AQD и CEQ подобны с 

коэффициентом подобия k, равным 

25
8


AD
CE

. Так как высоты этих тре-

угольников, опущенные из точки Q, от-
носятся друг к другу с коэффициентом k 
и в сумме равны h, то высота QH тре-

угольника AQD равна h
33
25

. Тогда  

hhADSAQD 33
625

33
25

2
1

 . 

Следовательно, 1122
625

3433
625





ABCD

AQD

S
S

. 

Тот же результат получится и для 
прямой, проходящей через вершину D. 

Ответ: 
2
1  или 

1122
625 . 

Методические указания. Анализ со-
держания задачной базы школьных учеб-
ников по геометрии показывает, что мно-
говариантных задач практически нет и 
они довольно непривычны для школьни-
ков. Поэтому подобные задачи нужно ре-
шать, начав с достаточно простых и по-
степенно увеличивая их сложность. 

Полезно при решении задач задавать 
следующие вопросы: 

«Можно ли построить другую фигуру, 
неравную данной, но также удовлетво-
ряющую условию задачи?» 

«При каких числовых значениях за-
данных элементов нельзя построить опи-
санную в условии фигуру?» и др. 

Ответы на подобные вопросы позво-
ляют выявить различные ситуации, воз-
никающие при решении задачи.  

Проведем некоторую классификацию 
типов многовариантных задач, связанных 
с неоднозначностью описания взаимного 
расположения элементов фигуры, выде-
ляя в каждом из них некоторые подгото-
вительные задачи. 

расположение точек на прямой  
В данном пункте рассмотрим располо-

жение точек на одной прямой или на двух 
прямых. 

Методические указания. В качестве 
подготовительных задач рассмотрим сле-
дующие. 

1. На прямой взяты точки A, B и C 
так, что расстояние между точками A 
и B равно 5, а между B и C равно 3. Най-
ти расстояние между точками A и C.  

Комментарий. Неоднозначность фор-
мулировки состоит в том, что в условии 
не указано взаимное расположение точек 
A, B и C на прямой относительно друг 
друга. Можно записать шесть различных 
вариантов расположения этих точек: 

CBA ,,  или ABC ,, ; BCA ,,  или 
ACB ,, ; BAC ,,  или CAB ,,  (см. рис. 

32). 
Ответ: 8 или 2. 

В следующей задаче наличие допол-
нительной информации о расположении 
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точек на прямой (левее, правее, деление 
отрезка в заданном отношении) сокраща-
ет перебор случаев. 

2. На прямой взяты точки A, B и C 
так, что точка B расположена правее 
точки A и 3: BCAB . Найти отноше-
ние ABAC : .  

Комментарий. В данном случае не-
обходимо рассмотреть только три раз-
личных варианта расположения этих то-
чек: CBA ,, , BCA ,,  и BAC ,, .  

Ответ: 
3
4

 или 
3
2

. 

Как правило, в экзаменационных зада-
чах точки «привязаны» к более сложной 
конфигурации и от их расположения за-
висит перебор вариантов для построения 
чертежа. 

3. Вычислить площадь треугольника, 
если две его стороны равны 25 и 17, а 
высота, проведенная к третьей стороне, 
равна 15.  

Комментарий. Неоднозначность фор-
мулировки состоит в том, что в условии 
не указано, лежит или нет основание вы-
соты, проведенной к третьей стороне, на 
ней. Возможно два варианта чертежа (см. 
рис. 33). 

Ответ: 210 или 90. 

4. Вычислить периметр трапеции, бо-
ковые стороны которой 25 и 17, высота 
15, а одно из оснований равно 12.  

Комментарий. В данном примере воз-
можно только два варианта построения 
трапеции АВСD и 1ABCD  (см. рис. 34). 

Ответ: 78 или 94. 

Пример 10. На стороне BC паралле-
лограмма АВСD выбрана точка E, деля-
щая эту сторону в отношении 3:2 . От-
резок DE пересекает диагональ AC в 
точке F. Какую часть площади паралле-
лограмма АВСD составляет площадь 
треугольника AFD? 

Решение. Поскольку в условии задачи 
не указано относи-
тельно какого из 
концов отрезка BC 
он делится точкой 
E в отношении 

3:2 , то возможны 
два случая (на рис. 
35 точки E и 1E  такие, что 3:2: ECBE  
и 3:2: 11 BECE ). 

1. Если 3:2: ECBE , то ECBE
3
2

  

и ECECECBC
3
5

3
2

 . Треугольники 

ECF и DFA подобны по трем углам и 

3
5


EC
BC

EC
AD

FC
AF

. Тогда AFFC
5
3

  и 

AFAC
5
8

 . 

Диагональ параллелограмма делит его 
на два равновеликих треугольника, тогда 

ABCDACD SS
2
1

 .  

Треугольники AFD и ACD имеют об-
щую вершину D и их основания лежат на 
одной прямой. Следовательно, их площа-
ди относятся как основания, т.е. 

8
5


AC
AF

S
S

ACD

AFD . Отсюда  

ABCDABCDACDAFD SSSS
16
5

2
1

8
5

8
5

 . 

2. В случае 3:2: 11 BECE , решая 
аналогичным образом, получим  

 
 а б в 

Рис. 32 

A CB A C B AC B

AC B ACB A CB

 
Рис. 35 
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 а б 

Рис. 33 
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ABCDDAF SS
14
5

1
 . 

Ответ: 
14
5  или 

16
5 . 

Пример 11. (МИОО, 2010). В прямо-
угольнике ABCD 2AB , .3BC  Точка 
Е на прямой АВ выбрана так, что 

DECAED  . Найти АЕ.  

Решение. По свойству параллельных 
прямых EDCAED  . Следовательно, 
треугольник DEC равнобедренный, и 

.2 CDEC  Рассмотрим прямоуголь-
ный треугольник ВЕС с гипотенузой 

2EC  и катетом .3BC  По теореме 
Пифагора .1BE  

Ключевым моментом 
этой задачи является 
расположение точки E  
на прямой относительно 
двух данных на ней то-
чек А и В. 

1. Если точка Е лежит 
между точками А и В 
(точка 1E  на рис. 36), то 

.1AE  
2. Если точка В лежит между точками 

А и Е (точка 2E  на рис. 36), то .3AE  
3. Положение точки А между В и Е не-

возможно, так как в этом случае 
DECAED   (сделайте рисунок), т.е. 

не выполняется условие задачи. 
Ответ: 1 или 3. 

Пример 12. (ЕГЭ, 2010). В треуголь-
нике АВС 12AB , 5BC , 10CA . 
Точка ܦ лежит на прямой ܥܤ так, что 
ܥܦ:ܦܤ = 4: 9. Окружности, вписанные в 
каждый из треугольников ADC и ADB, 
касаются стороны AD в точках E и F. 
Найти длину отрезка EF.  

Решение. Пусть dAD  , xBD  , 
yDC  . Тогда для окружности, вписан-

ной в треугольник ADC, имеем 

2
10


ydDE , 

а окружности, вписанной в треугольник 
ADB, 

2
12


xdDF . 

Поскольку в условии сказано, что точ-
ка D лежит на прямой BC, то существует 
два ее положения, при которых будет вы-
полняться условие 9:4: DCBD . Соот-
ветственно, существует два рисунка, 
удовлетворяющих условию задачи. 

1. Пусть точка D лежит на отрезке BC 

(рис. 37а). Тогда 
13
20

x , 
13
45

y . Значит,  

 || DFDEEF  

26
51

2
12

2
10








xdyd

. 

2. Пусть точка D лежит вне отрезка BC 
(см. рис. 37б). Тогда 4x , 9 BCxy . 

Значит, 
2
7||  DFDEEF . 

Случай расположения точки D правее 
точки С невозможен. 

Замечание. Так как в решении не ис-
следовано расположение точек Е и F на 
отрезке AD, то при вычислении длины 
отрезка EF  использован знак модуля. 

Ответ: 
2
7  или 

26
51 . 

Пример 13. (МИОО, 2011). Расстоя-
ние между параллельными прямыми рав-
но 12. На одной из них лежит точка C, а 
на другой – точки A и B, причем тре-
угольник АВС – остроугольный и равно-
бедренный и его боковая сторона равна 
13. Найдите радиус окружности, впи-
санной в треугольник ABC.  

Решение. Возможно два варианта чер-
тежа, удовлетворяющих условию задачи. 

 

Рис. 36 

A

CB

E1

D

E2

 
 а б 

Рис. 37 

CB
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1. Пусть 13 ACBC  (см. рис. 38а), 
точка H – основание высоты CH тре-
угольника ABC, 12CH . Так как CH 
также является и медианой, то  

51213 2222  CHCAAH  
и 

10522  AHBA . 

Тогда, используя формулу для радиуса 
r  вписанной окружности в треугольник 
ABC, получаем 

3
10

)(5,0
5,0







CABCAB
ABCH

p
Sr ABC .  

2. Пусть 13 BCAB  (см. рис. 38б). 
Проведем высоту CH треугольника АВС. 
Если бы точка H лежала на продолжении 
стороны AB, то это означало бы, что тре-
угольник АВС – тупоугольный. По усло-
вию он – остроугольный. Значит, точка H 
лежит на стороне AB.  

Из прямоугольного треугольника 
BCH  находим 5BH . Тогда 

8513  BHBAHA . Из прямо-
угольного треугольника HCA находим 

134CA . 
Аналогично случаю 1, получаем  







)(5,0
5,0

CABCAB
ABCH

p
Sr ABC

3
13426

13213
136 





 . 

Ответ: 
3

13426   или 
3

10
. 

Задачи для самостоятельного решения 
1. В треугольнике АВС отрезок MK с 

концами на сторонах AB и BC параллелен 
AC. Найдите длину отрезка MK, если из-

вестно, что ,10AC  а точка M делит 
сторону AB в отношении 2:3. 

2. Дан параллелограмм АВСD. Точка 
M  лежит на диагонали BD и делит ее в 
отношении 2:1 . Найдите площадь па-
раллелограмма ABCD, если площадь че-
тырехугольника ABCM равна 60. 

3. (МИОО, 2010). Через середину сто-
роны AB квадрата ABCD проведена пря-
мая, пересекающая прямые CD и AD в 
точках M и T соответственно и образую-
щая с прямой AB угол  , .3tg   Най-
дите площадь треугольника BMT, если 
сторона квадрата АВСD равна 4.  

4. (ЕГЭ, 2012). В треугольнике АВС 
известны стороны ,5AB  ,6BC  

.7AC  Окружность, проходящая через 
точки A и C, пересекает прямые AB и BC 
соответственно в точках K и L, отличных 
от вершин треугольника. Отрезок KL каса-
ется окружности, вписанной в треугольник 
ABC. Найдите длину отрезка KL. 

5. (ЕГЭ, 2012). В треугольнике угол C 
равен 60 . На сторонах AB и AC как на 
диаметрах построены окружности. Они 
пересекаются кроме точки A в точке D. 

3:1: DCDB . Найдите угол A в этом 
треугольнике. 

Ответы. 1. 4 или 6. 2. 180 или 90. 3. 2 

или 10. 4. 
9

14
 или 7. 5. 

7
72arccos  или 

14
75arccos . 

расположение точек вне прямой  
Методические указания. В данном 

пункте рассмотрим примеры расположе-
ния прямой и точки; примеры располо-
жения двух точек по одну сторону от 
прямой или по разные; примеры взаим-
ного расположения одной или несколь-
ких точек и двух параллельных прямых. 
При этом точки могут располагаться в 
одной или разных полуплоскостях и свя-
занны некоторым условием (например, 
принадлежат одной окружности, лежат 
на одном перпендикуляре и т.д.). 

В качестве подготовительных задач 
можно предложить следующие. 

 
 а б 

Рис. 38 
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1. На стороне BC квадрата ABCD по-
строен равносторонний треугольник 
BCP. Найти высоту треугольника APD, 
проведенную из вершины A, если известно, 
что сторона квадрата равна 1. 

Комментарий. Возможно два вариан-
та чертежа, удовлетворяющих условию 
задачи. 

1. Точки P и A лежат по одну сторону  
от прямой BC (см. рис. 39а). В равнобед-
ренном треугольнике PCD получаем 

 30PCD  и  75DPCPDC . Тогда 
из треугольника APD находим 

 15ADPD  и высоту АН 

 PDAADHDAADAH sinsin   








4

32
2

30cos115sin1  

4
26

16
)26(

16
348 2 







 . 

2. Точки P и A лежат по разные стороны 
от прямой BC (см. рис. 39б). Также рас-
сматриваем углы равнобедренного тре-
угольника PCD, затем из треугольника  
APD имеем  

 PDAADHDAADAH sinsin  

4
26

2
150cos175sin1 




 .  

Ответ: 
4

26   или 
4

26  . 

2. Окружность радиуса 2 касается 
стороны AC прямоугольного треугольни-
ка ABC в точке C. Найти расстояние от 
вершины B до центра окружности, если 

катеты треугольника AB и AC равны 5 и 
4 соответственно. 

Комментарий. В данном примере 
возможно два варианта рисунков, удов-

летворяющих усло-
вию задачи, так как 
центр окружности 
может лежать выше 
или ниже прямой AC 
(см. рис. 40). 

Дальше, используя 
теорему Пифагора, 
нетрудно получить 
ответ. 

Ответ: 5 или 65 . 
3. Концы отрезка отстоят от прямой 

на расстоянии 6 и 14. Найдите расстоя-
ние от этой прямой до середины данного 
отрезка. 

Комментарий. Неоднозначность фор-
мулировки состоит в том, что в условии 
не указано, лежат концы отрезка в одной 
или разных полуплоскостях относитель-
но прямой. Возможно два варианта чер-
тежа (см. рис. 41). 

Ответ: 10 или 4. 

Пример 14. Дан параллелограмм 
ABCD. Биссектрисы его углов А и D де-
лят сторону BC на три равные части. 
Найти стороны параллелограмма, если 
его периметр равен 40. 

Решение. Обозначим точку пересече-
ния биссектрис через М, а точки пересе-
чения биссектрис АМ и DM со стороной 
BC через N и K соответственно.  

 
 а б 

Рис. 42 
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В зависимости от расположения точки 
М относительно прямой (отрезка) CD 
возможны два варианта для чертежа. 

1. Пусть точка M расположена вне па-
раллелограмма. Так как биссектриса AM 
отсекает от параллелограмма равнобед-
ренный треугольник ABN (см. рис. 42а), 
то xKCNKBNAB  . 

Периметр параллелограмма равен 40, 
поэтому из уравнения 40)3(2  xx  на-
ходим 5x . Значит, 5AB , 15BC . 

2. Если точка M расположена внутри 
параллелограмма (см. рис. 42б), то обо-
значив NC через y , получим  

yBNAB 2 . 
Из уравнения 40)32(2  yy  находим 

4y . Значит, 8AB  и 1248 BC . 

Ответ: 5; 15 или 8; 12. 

Пример 15. Прямая отсекает от 
сторон прямого угла отрезки 3 и 4. Най-
ти радиус окружности, касающейся 
этой прямой и сторон угла. 

Решение. Пусть 3AC , 4BC , тогда 
5AB . Возможны два случая располо-

жения центра указанной окружности от-
носительно прямой (отрезка) АВ (см. рис. 
43). Отсюда получаем два вида окружно-
стей для треугольника АВС: вписанная и 
вневписанная. 

1. Окружность вписана в треугольник. 
1-й способ. Пусть r  – радиус вписан-

ной окружности с центром О. Так как 
FOGC – квадрат и отрезки касательных, 
проведенных из одной точки к окружно-
сти, равны, то ,rbAEAG   

.raBEBF   
Тогда .rarbBEAEABc   

Отсюда .1
2

534
2








cbar  

2-й способ. Выразим площадь прямо-
угольного треугольника двумя способа-

ми: 634
2
1

2
1

 ACBCSABC , 

prSABC  , где 6
2

543



p . 

Тогда из равенства площадей получаем  

.1
6
6


p
Sr ABC  

2. Окружность является вневписанной 
для треугольника АВС (см. рис. 43). 
Пусть R – радиус вневписанной окружно-
сти с центром 1O . Тогда BNBK   и 

AMNA , как отрезки касательных к ок-
ружности, проведенные из одной точки. 
Учитывая, что MCKO1  – квадрат, полу-
чим 2R KC CM BC BN AN AC      

12ABCP  . Отсюда 6 ABCpR . 
Ответ: 1 или 6. 

Пример 16. (ЕГЭ, 2011). Прямая, пер-
пендикулярная боковой стороне равно-
бедренного треугольника со сторонами 
10, 10 и 12, отсекает от него четырех-
угольник, в который можно вписать ок-
ружность. Найти площадь этого четы-
рехугольника. 

Решение. Пусть АВС – данный тре-
угольник, в котором 12AC  – основание, 

10 BCAB , тогда его полупериметр ра-
вен 16p . Окружность, о которой гово-
рится в условии – окружность, вписанная 
в треугольник ABC . Пусть BCA   , а 

ABC   . Тогда 
5
3

2
cos 

BC
AC , 

5
4sin  , 

3
4tg  , 48

2
sin





BCACSABC , 

а 
25
242sin 




BCAB
SABC , 

25
7cos  , (угол 

ABC  – острый, почему?), 
7
24tg  . 

Радиус окружности, вписанной в тре-
угольник АВС, находим по формуле  

2 2 48 3
10 10 12

ABCSr
P


  

 
. 
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Так как треугольник АВС – равнобед-
ренный, то окружность касается основа-
ния в его середине – точке L, а 

6 CLCK  по свойству касательных.  
Возможно два варианта чертежа, 

удовлетворяющих условию задачи. 
1. Пусть прямая, перпендикулярная 

BC, касается окружности и пересекает BC 
в точке M, а AB в точке N (см. рис. 44а). 
Опустив из точки O перпендикуляры OP 
и OK на NM и BC соответственно, полу-
чаем квадрат OPMK. Отсюда получаем, 
что 3 rMK . Тогда  

13610  MKCKBCBM . 
В прямоугольном треугольнике NBM  

получаем 
7
24tg  BMMN  и  

1 1 24 121
2 2 7 7NBMS BM MN       . 

Тогда .
7
246

7
1248  NBMABCANMC SSS  

2. Пусть прямая, перпендикулярная  
BC, касается окружности и пересекает BC 
в точке M, а AC в точке N (см. рис. 44б). 
Аналогично предыдущему случаю полу-
чаем, что 3 rKM . Тогда 

336  KMCKMC .  
В прямоугольном треугольнике NMC 

получаем 4
3
43tg  MCMN  и  

1 1 4 3 6
2 2NMCS NM MC       . 

Тогда .42648  NMCABCABMN SSS  

Ответ: 
7
246  или 42. 

Пример 17. Около треугольника ABC 
описана окружность с центром О. Най-
ти величину угла ACB, если угол ОСB ра-
вен 10°, а угол АОС равен 40°.  

Решение. Нарисуем окружность с цен-
тром в точке O (см. рис. 45). Зафиксиру-

ем сторону BC. Проведем диаметр 1CC . 
Тогда дуга окружности 1BC , на которую 
опирается центральный угол 1BOC , равна 

20 .  
Рассмотрим радиус OC. В зависимости 

от расположения точек A и В относитель-
но прямой OC можно построить два цен-
тральных угла COA  и 1COA  (см. рис. 45), 
равных .40  Тогда возникает два тре-
угольника, удовлетворяющих условиям 
задачи, ABC и BCA1 .  

Если угол ACB треугольника ABC 
опирается на дугу AB, равную 

 1202040180 , то  60ACB . 
Если же угол CBA1  треугольника BCA1  

опирается на дугу BCA 11 , равную 160 , то 
 801CBA . Ответ: 60  или .80  

Пример 18. Трапеция с основаниями 
14 и 40 вписана в окружность радиуса 
25. Найти высоту трапеции. 

Решение. Трапеция вписана в окруж-
ность, поэтому она равнобедренная. 
Пусть 14BC  – хорда окружности ра-
диуса 25. Существует две хорды, парал-
лельные BC и равные 40 (см. рис. 46). 
Соответственно, в окружность можно 
вписать две трапеции с основаниями 14 и 
40. Центр O лежит на серединном пер-
пендикуляре к BC. 

Рассмотрим два случая расположения 
центра O относительно параллельных 
прямых, на которых лежат основания 
трапеции. 

1. В трапеции ABCD центр O окружно-
сти лежит внутри трапеции. В этом слу-
чае высота OFEOEF  . Из прямо-
угольного треугольника AOE , в котором 

25AO , 40 20
2 2

ADAE    , получаем 
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152025 2222  AEAOEO . 
Из прямоугольного треугольника BFO,  

в котором 25BO , 7
2


BCBF , получа-

ем 24725 2222  BFBOOF . 
Тогда 392415  OFEOEF . 
2. Пусть в трапеции 11BCDA  центр O 

окружности лежит вне трапеции (см. рис. 
46). Действуя аналогичным образом, нахо-
дим 1 15,E O   1 1 24 15 9E F OF E O     . 

Ответ: 39 или 9. 
Задачи для самостоятельного решения 

6. В окружность радиуса 2 5  вписана 
трапеция с основаниями 8 и 2 11.  Най-
дите длину диагонали трапеции.  

7. Окружность с диаметром, равным 
,10  проходит через соседние вершины 

A и B прямоугольника ABCD. Длина ка-
сательной, проведенной к окружности из 
точки C, равна 3. Найдите длину стороны 

,BC  если известно, что .1AB  
8. Дан параллелограмм ABCD, 3,AB   

5BC  , .60A  Окружность с центром 
в точке O касается биссектрисы угла D и 
двух сторон параллелограмма, исходящих 
из вершины одного его острого угла. Най-
дите площадь четырехугольника ABOD. 

9. В трапеции длины боковых сторон 
равны 16 и 12, а длины оснований 30 и 10. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
меньшего основания трапеции и прямых, 
содержащих ее боковые стороны. 

10. (МИОО, 2011). Расстояние между 
параллельными прямыми равно 12. На 
одной из них лежит вершина C, на другой 
– основание AB равнобедренного тре-
угольника ABC. Известно, что 10AB . 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей, одна из которых вписана в 
треугольник ABC, а вторая касается дан-
ных параллельных прямых и боковой 
стороны треугольника ABC. 

Ответы. 6. 2 7 2 11 или 2 13 2 11 .  

7. 3( 5 1)
2
  или 3( 5 1)

2
 . 8. 13 3

6  или  

5 3
4

. 9. 2 или 12. 10. 
3
793  или 4 13 .

3
 

выбор обозначений вершин 
многоугольника 

Методические указания. К задачам 
этого типа относят такие задачи, условие 
которых допускает различные решения в 
зависимости от варианта буквенного обо-
значения вершин многоугольника.  

В качестве подготовительной задачи 
можно предложить следующую. 

В параллелограмме ABCD один из уг-
лов равен 60 . Точки E и F являются се-
рединами смежных сторон, образующих 
острый угол. Площадь треугольника, от-
секаемого прямой EF от параллелограм-
ма ABCD, равна S. Найти площадь тре-
угольника, вершинами которого служат 
точки E, F и C. 

Комментарий. При решении данной 
задачи необходимо рассмотреть четыре 
случая (см. рис. 47). 

Ответ: S  или S3 . 

Пример 19. Диагонали АС и BD тра-
пеции ABCD пересекаются в точке Е. 
Найти площадь трапеции, если площадь 
треугольника AED равна 9, а точка Е  
делит одну из диагоналей в отношении 

3:1 . 

Решение. При решении данной задачи 
неоднозначность в условии, как и в пре-
дыдущем примере, состоит в выборе ва-
рианта буквенного обозначения вершин 
трапеции и дополнительно к этому в вы-
боре большего основания. Пусть точка Е 
делит диагональ в отношении 1:3, считая 
от вершины верхнего основания. 

1. Рассмотрим трапецию с основания-
ми ВС и AD (см. рис. 48а). Треугольники 

 
 а б 

 
 в г 

Рис. 47 

D C

BA
E

FA D

CB
E

F

B A

DC

C B

AD
E

F

E

F



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

40 
20.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

ВЕС и DЕА подобны (по двум углам) с ко-

эффициентом подобия 1
3

ECk
AE

  . Значит, 
21 1 .

3 9
BEC

AED

S
S

   
 

 Отсюда 1.
9
AED

BEC
SS    

Треугольники АВE и ВЕС имеют общую 

высоту, поэтому 3ABE

BEC

S AE
S EC

   и 

.33  BECABE SS  Аналогично 

.33  BECDEC SS   
Следовательно, искомая площадь рав-

на .169331 ABCDS  

2. В остальных случаях, решая анало-
гичным образом, получим: ABCDS   

3 9 9 27 48      (см. рис. 48б и 18г); 
1448127279 ABCDS  (см. рис. 48в). 

Ответ: 16; 48; 144. 
Пример 20. Площадь трапеции ABCD 

равна 90, а одно из оснований трапеции 
вдвое больше другого. Диагонали пересе-
каются в точке O; отрезки, соединяющие 
середину P основания AD с вершинами B и 
C, пересекаются с диагоналями трапеции 
в точках M и N соответственно. Найти 
площадь четырехугольника OMPN.  

Решение. Возможно два варианта чер-
тежа, удовлетворяющих условию задачи 
и получающихся в результате обозначе-
ния вершин. 

1. Пусть aBC   – верхнее основание 
трапеции, тогда нижнее основание, 

aBCAD 22   (см. рис. 49а) и h  вы-
сота трапеции. Площадь трапеции 

2 3 90
2 2ABCD

a aS h ah
   . 

Отсюда 60ah . 

Так как четырехугольники ABCP и 
BCDP – параллелограммы, то точки M и 
N являются точками пересечения их диа-
гоналей. Тогда BN и CM – медианы тре-
угольника BCP . Следовательно,  

1 1 1 60 10
3 3 2 6OMPN BCP

ahS S     . 

2. Пусть aAD   – верхнее основание, 
тогда aADBC 22   (см. рис. 49б). 

Так как треугольники COB  и AOD  
подобны с коэффициентом подобия, рав-
ным 2, то высота треугольника AOD  со-

ставляет 
3
1

 высоты трапеции ABCD и  

1060
6
1

6
1

3
1

2
1

 ahhaS AOD . 

Соответственно, треугольники CMB  и 
AMP  подобны с коэффициентом подо-
бия, равным 4. Так как : 4 :1,BC PA   то 

1 1 1 1 1 60 3
2 2 5 20 20PAMS a h ah       . 

Аналогично получаем, что 3DNPS . То-
гда 10 3 3 4OMPN AOD PAM PAMS S S S       . 

Ответ: 10 или 4. 

Задачи для самостоятельного решения 
11. Высота CK параллелограмма ABCD 

равна 12. Найдите диагональ AC, если 
известно, что ,15AD  ,14CD  а точка K 
лежит на прямой AB. 

12. (ЕГЭ, 2012). Боковые стороны KL 
и MN трапеции KLMN равны 10 и 26 со-
ответственно. Отрезок, соединяющий се-
редины диагоналей, равен 12, средняя 
линия трапеции равна 24. Прямые KL и 
MN пересекаются в точке A. Найти ради-
ус окружности, вписанной в треугольник 
ALM. 

Ответы. 11. 673  или 13. 12. 2 или 6. 

 
 а б 

 
 в г 
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выбор некоторого элемента фигуры 
Методические указания. К задачам 

этого типа относят такие задачи, в усло-
вии которых дана числовая величина 
элемента фигуры, но не указано какого 
конкретно из имеющихся. В случае ли-
нейного элемента это может быть, на-
пример, сторона многоугольника или 
длина отрезка перпендикуляра, опущен-
ного на сторону фигуры, и т.д. В случае 
углового элемента это может быть, на-
пример, какой-то из углов фигуры. 

В качестве подготовительных задач 
можно предложить следующие. 

1. Найти площадь равнобедренного 
треугольника, углы при основании кото-
рого равны 30 , если одна из его сторон 
равна 6.  

Комментарий. Для получения ответа 
необходимо рассмотреть два случая. В 
первом случае равно 6 основание, во вто-
ром – боковая сторона. 

Ответ: 39  или 312 . 

2. Найти площадь равнобедренного 
треугольника, боковые стороны которо-
го равны 10, а один из углов равен 30 . 

Комментарий. В этой задаче анало-
гично предыдущей необходимо рассмот-
реть два случая. В первом случае равен 

30  угол при основании, во втором – при 
вершине. 

Ответ: 25 или 325 . 

3. Площадь треугольника ABC равна 8. 
MN – средняя линия. Найти площадь 
треугольника CMN. 

Комментарий. При решении данной 
задачи неоднозначность состоит в выборе 
средней линии. Необходимо рассмотреть 
три случая (см. рис. 50), даже если они 
приводят к одному ответу. 

Ответ: 2. 

Рассмотрим более сложные примеры.  
При решении следующего примера 

необходимо предварительно напомнить и 
разобрать следующую опорную задачу.  

Пусть в треугольнике АВС проведены 
высоты AA1 и CC1. Тогда треугольник 
A1BC1 подобен данному треугольнику с 
коэффициентом подобия, равным |cos∠B|.  

Пример 21. Точки 1A , 1B , 1C  – осно-
вания высот треугольника ABC. Углы 
треугольника 111 CBA  равны 90°, 60° и 
30°. Найти углы треугольника ABC. 

Решение. Рассмотрим разные виды 
треугольника, связанные с выбором ост-
рого или тупого угла.  

1. Треугольник 
АВС – остроуголь-
ный (см. рис. 51а). 

Так как тре-
угольник 11 ABC  
подобен треуголь-
нику АВС, то  

.11 BCAABC   
Аналогично из 

подобия треуголь-
ников 11CBA  и АВС имеем 

.11 BCABAC   Далее развернутый 
угол при вершине 1C  составлен из суммы 
углов ,11 ABC  11BAC  и .111 ACB  Отсюда 
получаем  1802 111 ACBC  или 

.
2
190 111 ACBC    

Такие же равенства можно получить 
для других острых углов. Используем 

данные углы: ,4590
2
190   

,6060
2
190   .7530

2
190   

Остальные случаи рассмотрите само-
стоятельно. 

2. Пусть угол АСВ – тупой (см. рис. 
51б). Так как треугольник 1 1AAC  подобен 
треугольнику АВН, то 1 1AAC ABH   
или 1 1 90 .AA C B H      Аналогично 
из подобия треугольников 1 1HA B  и НВА 
имеем 1 1 90 .HA B B H      Для раз-
вернутого угла при вершине 1A , состав-
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ленного из суммы углов 1 1 ,AAC  1 1HA B  и 

1 1 1 ,B AC  получаем соотношение 

1 1 1 (2 180 2 ) 180B A C B H          или 
1 1 1 2 2B A C B H      (1).  
Аналогично выводим равенства 
1 1 1 2 2A B C A H      (2) и 
1 1 1 180 2A C B H      (3). Из этих трех ра-

венств получим необходимые соотноше-
ния для данных углов 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

180 2
180 2 .

A B C A C B A
B A C A C B B

    
    

 

Такие же соотношения можно полу-
чить для других случаев, когда угол АВС 
или ВАС – тупой. Пусть данные углы: 

1 1 1 90 ,A B C    1 1 1 60 ,B A C    1 1 1 30 ,A C B    

тогда имеем 
90 30 180 2
60 30 180 2 .

A
B

    
     

 

Находим 30A   , 45B   , 
180 30 45 105C        . Остальные 

случаи рассмотрите самостоятельно. 
Случаи, когда один из углов треугольни-
ка АВС прямой, невозможны. 

Ответ: 45°, 75°, 60° или 135°, 15°, 30°, 
или 120°, 15°, 45°, или 105°, 30°, 45°. 

Пример 22. Треугольник ABC вписан в 
окружность радиуса 12. Известно, что 

6AB  и 4BC . Найдите АС. 
Решение. Используя обобщенную тео-

рему синусов, найдем  

4 1sin ,
2 2 12 6
BCA

R
   


 6 1sin .

2 2 12 4
ABC

R
   


 

Так как CAB  180 , то  
)sin()180(sinsin CACAB  . 

1. Если треугольник АВС – остро-
угольный, то  

,
6
35cos A  .

4
15cos C  

Используя формулу синуса суммы, 
получим 

 )sin(sin CAB

.
24

1535
4
1

6
35

4
15

6
1 

  

Тогда можем найти искомую величину  

.1535
24

153524sin2 


 BRAC  

2. Пусть угол С – тупой, тогда  
 )sin(sin CAB

.
24

1535
4
1

6
35

4
15

6
1 











  

Отсюда .1535 AC  
3. Случай, когда угол А – тупой, не-

возможен (почему?). 
Ответ: 1535  . 

Пример 23. Высоты треугольника 
ABC пересекаются в точке Н. Известно, 
что ABCH  . Найти угол АСВ. 

Решение. 1. Пусть треугольник ABC  
остроугольный (см. рис. 52а). Пусть ВЕ и 
CD – высоты треугольника. Углы АВЕ и 
HCE равны, как углы с соответственно 
перпендикулярными сторонами. Тре-
угольники АЕВ и HEC равны по гипоте-
нузе ( ABCH  ) и острому углу. Отсюда 

,EHAE   и значит,  45AHEEAH . 
В прямоугольном треугольнике ACF 
имеем ,45CAF  поэтому .45ACF  

Остальные случаи рассмотрите само-
стоятельно. 

2. Угол ВАС – тупой (см. рис. 52б). 
3. Угол АВС – тупой. 
4. Угол АСВ – тупой. 
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5. Угол АВС – прямой. 
6. Угол ВАС – прямой. 
7. Случай, когда угол АСВ – прямой, 

невозможен (почему?). 

Ответ: 45  или .135  
Опорная задача. Если Н – ортоцентр 

треугольника, то радиусы окружностей, 
описанных около треугольников АВС, 
АВН, ВСН, АСН, равны между собой. 

Доказательство. Так как в четырех-
угольнике AEHD углы E и D прямые (см. 
рис. 53а), то  180DHEA . Отсюда 
получаем ADHEBHC  180 . Ра-
диус окружности, описанной около тре-
угольника ВНС, равен  

.
sin2sin2)180sin(2 







a
A

BC
A

BC
 

Отсюда следует, что радиусы окруж-
ностей, описанных около треугольников 
АВС и ВСН равны между собой. Анало-
гичное доказательство проводят и для 
других треугольников. 

Пример 24. Высоты треугольника 
АВС пересекаются в точке Н. Известно, 
что отрезок СН равен радиусу окружно-
сти, описанной около треугольника. 
Найти угол АСВ. 

Решение. Пусть R  – радиус окружно-
сти, описанной около треугольника ABC . 
Так как радиусы окружностей, описан-
ных около треугольников ABC и BCH  
равны между собой, то для треугольника 
BCH  имеем HBCRCH  sin2  или 

HBCRR  sin2 . 

Отсюда 
2
1sin HBC . Значит, 

 30HBC  или  150HBC . 

1. Если треугольник ABC – остро-
угольный, то из треугольника BEC нахо-
дим  603090C  (см. рис. 53а). 

2. Если в треугольнике ABC  угол A  – 
тупой, то  30HBC  (в треугольнике 
DBC  угол D  прямой, а угол DBC  мо-
жет быть только острым). Из треугольни-
ка DBC  находим  603090C  (см. 
рис. 53б). 

3. Если в треугольнике ABC угол B  – 
тупой, то  150HBC  (почему этот угол 
тупой?) и  30CBE . Из треугольника 
CBE  (см. рис. 53в) находим 

.603090 C  
4. Если в треугольнике АВС угол С – 

тупой (см. рис. 53г), то  30HBC  (по-
чему этот угол острый?). Из треугольни-
ка СВD находим  603090CDB . 
Тогда  12060180ACB . 

Ответ: 60 или 120 . 

Рассмотрим пример, в котором имеют-
ся две точки, делящие окружность на две 
дуги, но не указано, какой из этих двух 
дуг касается другая окружность. В этом 
случае неоднозначность состоит в выборе 
кругового элемента (дуги). 

Пример 25. Окружности с центрами 
О и В радиуса ОВ пересекаются в точке 
С. Радиус ОА окружности с центром О 
перпендикулярен ОВ, причем точки А и С 
лежат по одну сторону от прямой ОВ. 
Окружность 1S  касается меньших дуг 
АВ и ОС этих окружностей, а также 
прямой ОА, а окружность 2S  касается 
окружности с центром В, прямой ОА и 
окружности 1S . Найти отношение ра-
диуса окружности 1S  к радиусу окруж-
ности 2S . 
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Комментарий. Сначала следует рас-
смотреть опорную задачу. 

 Отрезок общей внешней касатель-
ной к двум касающимся окружно-
стям радиусов r и R равен 2√ܴݎ. 

Доказательство. Из прямоугольного 
треугольника EOO 21  (см. рис. 54) полу-

чаем  2
2

2
211 EOOOEOAB

rRrRrR 2)()( 22  . 

Решение. Пусть K и E – центры ок-
ружностей 1S  и 2S , I  и J  – точки каса-
ния этих окружностей с прямой OA  со-
ответственно. Так как окружность 1S  ра-
диуса а и окружность с центром в точке В 
и радиуса R касаются друг друга и общей 
прямой ОА, то имеем RaOI 2 (рас-
стояние между точками касания окруж-
ностей с общей касательной).  

В прямоугольном треугольнике OKI, 
где OK R a  , используем теорему Пи-

фагора:   .2)(
222 RaaaR   

Отсюда получаем .6aR   
Рассмотрим первый случай касания 

окружности 2S  радиуса b (см. рис. 55а).  

Тогда ,JIOJOI   или  

,222 abbRaR   

Откуда 26 6a ab ab  . Разделим 
обе части равенства на ab , тогда имеем 

,
6

16 


b
a

 .
6

627 


b
a

 

Для второго случая (см. рис. 55б) име-
ем  

,JIOIOJ    
abaRbR 222  . 

Проводя преобразования аналогично 
предыдущему случаю, получим 

.
6

627 


b
a

 

Ответ: .
6

627
 

Задачи для самостоятельного решения 
13. (МИОО, 2011). Высота равнобед-

ренного треугольника, опущенная на ос-
нование, равна 24. Точка касания вписан-
ной окружности с боковой стороной де-
лит эту сторону в отношении 5:8, считая 
от основания. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся стороны треугольника и 
продолжений двух других его сторон. 

14. В равнобедренный треугольник с 
основанием 12 и боковой стороной 10 
вписана окружность. Вторая окружность 
касается двух сторон треугольника и пер-
вой окружности. Найдите радиус второй 
окружности.  

 
Рис. 55б 
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15. В ромбе ABCD со стороной 2 и уг-
лом 60  проведены высоты CM и DK. 
Найдите длину отрезка MK. 

16. (ЕГЭ, 2012). Дан равнобедренный 
треугольник с боковой стороной равной 4 
и углом 120 . Внутрь треугольника впи-
саны две равные окружности таким обра-
зом, что окружности касаются друг друга 
и каждая окружность касается двух сто-
рон треугольника. Найдите радиус ок-
ружностей. 

17. (ЕГЭ, 2012). В каком отношении 
точка касания вписанной в равнобедрен-
ный треугольник окружности делит его 
боковую сторону, если известно, что ра-
диус окружности, касающейся стороны 
треугольника и продолжений двух других 
сторон, в 7 раз больше радиуса вписан-
ной окружности.  

Ответы. 13. 15 или 24. 14. 75,0  или 
3(3 5)

2
 . 15. 1 или 2, или 7 . 16. 3 1  

или 3 3
2
 . 17. 3:1  или 1:5 . 

выбор плоской фигуры 
Задачи данного пункта могут быть 

связаны с неопределенностью выбора от-
ношения площадей фигур, выбором по-
добных треугольников и т.д. 

Пример 26. Основания трапеции рав-
ны a  и b . Прямая, параллельная основа-
ниям, разбивает трапецию на две трапе-
ции, площади которых относятся как 

3:2 . Найти длину отрезка этой прямой, 
заключенного внутри трапеции. 

Решение. Обозначим искомый отрезок 
EF через x  (см. рис. 56). 

1. Пусть площади трапеций BCFE и 
AEFD относятся как 3:2 , тогда имеем 

1 2: 2
2 2 3

BCFE

AEFD

S b x a xh h
S

   
  
  

     ,  

где 1h  и 2h  высоты этих трапеций со-
ответственно. Отсюда  

)(3
)(2

2

1

xb
xa

h
h




 , (*) 

где 1h  и 2h  высоты этих трапеций. 
Через точку F проведем отрезок PH 

параллельно AB. Тогда треугольники 
PFD и HFС подобны (докажите!) и спра-
ведливо равенство 

1

2

hCH
PD h

  или .
2

1

h
h

xa
bx





 

Используем соотношение (*):  

.
)(3
)(2

xb
xa

xa
bx








 

Решая полученное уравнение относи-
тельно переменной x , получаем  

,)(2)(3 2222 xabx  ,325 222 bax   
2 22 3 .

5
a bx 

  

2. Случай, когда площади трапеций 
AEFD  и BCFE  относятся как 3:2 , ре-
шается аналогично. В этом случае пло-
щади трапеций BCFE  и AEFD  относят-
ся как 2:3 . 

Ответ: 
2 22 3

5
a b

 или 
2 23 2 .

5
a b  

Замечание. Другой способ решения 
данной задачи рассмотрен в примере 8. 

Задачи для самостоятельного решения. 
18. (ЕГЭ, 2011). Через вершину B пра-

вильного шестиугольника ABCDEF про-
ведена прямая, пересекающая диагональ 
CF в точке K. Известно, что эта прямая 
разбивает шестиугольник на части, пло-
щади которых относятся как 2:3. Найдите 
отношение .: KFCK  

19. (ФИПИ, 2011). Точка Н – основа-
ние высоты треугольника со сторонами 
10, 12, 14, опущенной на сторону, равную 
12. Через точку Н проведена прямая, от-
секающая от треугольника подобный ему 
треугольник и пересекающая сторону, 
равную 10, в точке М. Найдите НМ. 

Ответы. 18. 17
23

 или 
7

10 . 19. 
3
7  или 

5
14 . 
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Глава 3. Многовариантность задачи 
как результат неоднозначности в 
задании взаимного расположения 

фигур 
При решении задач условие может 

трактоваться неоднозначно, если для рас-
сматриваемых фигур не указано их вза-
имное расположение. Можно выделить, 
например, следующие случаи, приводя-
щие к неоднозначной трактовке условия 
задачи и касающиеся:  
 взаимного расположения прямоли-

нейных фигур; 
 взаимного расположения окружно-

стей;  
 интерпретации аналитического 

способа решения задачи. 

3.1. Взаимное расположение 
прямолинейных фигур 

Методические указания. При рас-
смотрении данного пункта полезно ре-
шить подготовительные задачи следую-
щего вида. 

1. Пусть дан произвольный треуголь-
ник ABC. Рассмотреть возможные вари-
анты построения на стороне AB:  

а) равностороннего треугольника ABP; 
б) квадрата ABPQ. 
2. Пусть дан произвольный треуголь-

ник ABC. Рассмотреть возможные вари-
анты расположения параллелограмма 
MNPQ , вписанного в данный треуголь-
ник так, что одна из его вершин совпада-
ет с вершиной треугольника, а три другие 
лежат на сторонах треугольника. 

Пример 27. Дан равнобедренный тре-
угольник АВС, 10 BCAB  и 12AC . 
Параллельно боковым сторонам тре-
угольника на одинаковом расстоянии от 
них проведены прямые. Найти это рас-
стояние, если площадь треугольника, об-
разованного этими прямыми и основани-
ем, лежащим на прямой АС, равна 12. 

Решение. Проведем прямую BD, где 
точка D – основание высоты данного тре-
угольника. Проводя прямые, параллель-
ные сторонам ВА и ВС, убеждаемся, что 
они могут образовывать треугольник с 
основанием, лежащим на прямой AC, 

расположенный в верхней или нижней 
полуплоскости относительно AC. 

1. Рассмотрим случай, когда прямые 
BCEF ||  и ABEG ||  (см. рис. 57а). 

Тогда 6DC  и 8610 22 BD . 
Пусть xDF  , а yDE  , тогда исполь-
зуя подобие треугольников BDC и EDF, 
данное значение площади треугольника 
GFE, составим систему уравнений  












12

68

xy
xy    








4
3

y
x

 

Отсюда следует, что 3DF  и 3FC . 
Проведем перпендикуляры  DH и FP 

на прямую ВС. Так как высота DH в пря-
моугольном треугольнике BDC равна 

8,4
10

68






BC

DCBD
, 

то из подобия треугольников DHC  и FPC  

получаем 4,2
6

38,4 
DC

FCDHFP . 

2. Второй случай расположения пря-
мых EF и EG (см. рис. 57б), приводит к 
ответу 7,2. 

Другие варианты расположения пря-
мых не соответствуют условию задачи. 

Ответ: 2,4 или 7,2. 
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Пример 28. (ЕГЭ, 2011). Точки M, K и 
N лежат на сторонах соответственно 
AB, BC и AC треугольника ABC, причем 
AMKN – параллелограмм, площадь кото-

рого составляет 
9
4  площади треугольни-

ка ABC. Найти диагональ MN параллело-
грамма, если известно, что 21AB , 

12AC  и .120 BAC   

Решение. Анализ условия задачи по-
казывает, что существует два параллело-
грамма AMKN, удовлетворяющих усло-
вию задачи.  

Пусть площадь треугольника ABC 

равна S, а k
BC
BK

 . Тогда треугольники 

MBK и ABC подобны с коэффициентом 
подобия k, а треугольники NKC и ABC 
подобны с коэффициентом подобия k1 . 
Поскольку NKCMBKAMKNABC SSSS  , то 
имеем 

SkSkSS 22 )1(
9
4  ; 

0
9
22  kk . 

Отсюда получаем: 
3
2k  или 

3
1k . 

1. Пусть 
3
2

k
 
(см. рис. 58а), то есть 

3
2


BC
BK  и 

3
1


BC
KC . Тогда AM  

7
3
1

 ABNK , 8
3
2

 ACMKAN . 

Используя теорему косинусов для тре-
угольника NAM, получаем 

13120cos87287 22 MN . 

2. Пусть 
3
1

k
 

(см. рис. 58б), т.е. 

3
1


BC
BK  и 

3
2


BC
KC . Тогда AM

14
3
2

 ABNK ,  

4
3
1

 ACMKAN , 

.672120cos4142414 22 MN

Ответ: 13 или 672 . 

Задачи для самостоятельного решения 
1. Ромб вписан в прямоугольный тре-

угольник с катетами 3 и 4 так, что одна из 
его вершин совпадает с вершиной остро-
го угла треугольника, а три другие лежат 
на сторонах треугольника. Найдите пло-
щадь ромба. 

2. (ФЦТ, 2010). На стороне CD квад-
рата ABCD построен равносторонний 
треугольник CPD. Найдите высоту тре-
угольника ABP, проведенную из верши-
ны A, если известно, что сторона равна 1. 

Ответы. 1. 
16
45  или 

27
80 . 2. 

4
26   или 

4
26  . 

3.2. Взаимное расположение 
окружностей 

Методические указания. Взаимное 
расположение окружностей можно раз-
личать по внешнему признаку (касаю-
щиеся, пересекающиеся, непересекаю-
щиеся) или по внутреннему признаку 
(взаимное расположение центров окруж-
ностей относительно общей касательной, 
общей хорды и т.д.).  

Полезно рассмотреть взаимное распо-
ложение окружностей с помощью дина-
мической геометрической программы 
(например, «Живая Геометрия», 
«Geogebra» или «Wingeom»): двух ок-
ружностей, двух окружностей с общей 
касательной, двух окружностей с общей 
хордой. При перемещении одной окруж-
ности относительно другой видно нали-
чие общих точек (одна, две, ни одной), 
возможные варианты касания окружно-
стей (внешнее, внутреннее), варианты 
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касательных (внешние, внутренние), рас-
положение центров касательных относи-
тельно общей хорды, общей касательной.  

В качестве подготовительных задач 
можно рассмотреть следующие. 

а) К двум окружностям радиусов 6 и 3 
проведена общая касательная. Найдите 
расстояние между точками касания, если 
расстояние между центрами окружностей 
равно 15. 

Ответ: 66  или 12. 
б) Окружности радиусов 3 и 8 касают-

ся друг друга. Через центр одной из них 
проведены две прямые, каждая из кото-
рых касается другой окружности (точки  
A и B – точки касания). Найдите расстоя-
ние между точками A и B. 

Ответ: 
11

724  или ,
11

5716  или 4,8. 

расположение центров окружностей 
относительно общей касательной  
В условии задач этого типа фигуриру-

ют две окружности, касающиеся одной 
прямой, но не указано расположение цен-
тров этих окружностей относительно 
этой прямой. Соответственно эта прямая 
является внутренней или внешней каса-
тельной для этих окружностей. 

Пример 29. Прямая касается окруж-
ностей радиусов R и r. Известно, что 
расстояние между их центрами равно a, 
причем rR   и Rra  . Найти рас-
стояние между точками касания. 

Решение. Пусть О1 – центр окружно-
сти радиуса R, О2 – центр окружности 
радиуса r, 21 AA  и 21BB – внешняя и внут-
ренняя касательные соответственно (см. 
рис. 59). Из центра меньшей окружности 
опустим перпендикуляры 12 KO  и 22 KO  
на радиус 11AO  и продолжение радиуса 

11BO  соответственно.  
Рассмотрим прямоугольные треуголь-

ники 211 OKO  (гипотенуза aOO 21 , катет 
rRKO 11 ) и 221 OKO  (гипотенуза 

aOO 21  катет rRKO 21 ). Из теоре-
мы Пифагора для этих треугольников по-
лучим:  

22
211 )( rRaAAl   (длина внешней 

касательной); 
22

212 )( rRaBBl   (длина внут-
ренней касательной). 

Ответ: 22 )( rRa   или 22 )( rRa  . 

расположение центров окружностей от-
носительно их общей точки касания 

В условии задач этого типа фигурируют 
две окружности, но не указан тип касания 
(внешний или внутренний, см. рис. 60). 

При решении подобных задач полезно 
вспомнить следующие факты.  

 При любом способе касания точка 
касания и центры окружностей ле-
жат на одной прямой.  
 При внешнем касании центры ок-
ружностей расположены на линии 
центров по разные стороны от точки 
касания, при внутреннем – по одну 
сторону. 
 Расстояние между центрами ка-
сающихся окружностей радиусов R и r 
(ܴ ≥ ܴ равно (ݎ + -при внешнем каса ݎ
нии и ܴ −  .при внутреннем ݎ

Пример 30. (ЕГЭ, 2010). Окружности 
радиусов 2 и 4 касаются в точке B. Через 
точку B проведена прямая, пересекаю-
щая второй раз меньшую окружность в 
точке A, а большую – в точке C. Извест-
но, что 23AC . Найти BC. 
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Решение. Поскольку в условии не ска-
зано о типе касания окружностей (внеш-
нее или внутреннее), то рассмотрим два 
случая. 

1. Если окружности касаются внешним 
образом, то проведем через точку B об-
щую касательную 1KK  (она перпендику-
лярна линии центров, см. рис. 61а).  

Так как треугольники BAO2  и 1CO B  
равнобедренные и BCOBAO 12  , то 
они подобны по первому признаку подо-
бия. Для подобных треугольников BAO2  
и BCO1  можем записать  

.
2
1

4
2

1

2 
BO
BO

BC
AB  

Отсюда .2223
3
2

3
2

 ACBC  
2. Окружности касаются внутренним 

образом (см. рис. 61б). В этом случае при 
исходных числовых данных задача не 
имеет решения (докажите это самостоя-
тельно). 

Ответ: .22  
Пример 31. Окружности 1S  и 2S  ра-

диусов R  и r  ( rR  ) соответственно 
касаются в точке A . Через точку B, ле-
жащую на окружности 1S , проведена 
прямая, касающаяся окружности 2S  в 

точке M. Найти BM, если известно, что 
.aAB   

Решение. Возможны два случая распо-
ложения указанных окружностей в зави-
симости от типа касания.  

1. Пусть окружности касаются внеш-
ним образом (см. рис. 62).  

1-й способ решения. Пусть 1O  и 2O  
центры окружностей 1S  и 2S  соответст-
венно, а  ABO1  (см. рис. 62). По 
теореме косинусов для треугольника 

ABO1 : 

 cos2 1
22

1
2

1 ABAOABAOBO   

или  
.cos2222  RaaRR  

Отсюда получим .
2

cos
R
a

   

Теперь используем теорему косинусов 
для треугольника ABO2 : 

 cos2 2
22

2
2

2 ABAOABAOBO  
или 

 cos2222
2 ararBO . 

Подставив 
R
a

2
cos   в последнее ра-

венство, получим .
2

222
2 R

raarBO    

В прямоугольном треугольнике BMO2  
)90( 2 BMO , используя теорему Пи-

фагора, находим  
 22

2
2 rBOBM







 

R
rar

R
raar 122

2
22 . 

Отсюда .1
R
raBM    
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Рис. 63 

A rO1

R
O2

B M

R
r

a

E

2-й способ решения. Продолжим АВ до 
пересечения с окружностью 2S  в точке E  
(см. рис. 63). Треугольники BAO1  и 

EAO2  равнобедренные и подобные, так 
как .21 EAOABO   Следовательно, 

R
r

AB
AE

  и .
R
arAE   

По теореме о секущей и касательной 
имеем 

,2 BEBABM   )(2 AEBABABM  , 

,2 





 

R
araaBM   

.1
R
ra

R
araaBM 






   

2. Пусть окружности касаются внут-
ренним образом 
(см. рис. 64). То-
гда, проводя ана-
логичные вычис-
ления, получим 

.1
R
raBM   

Ответ: 
R
ra  1 . 

Пример 32. Дана окружность радиуса 
2 с центром О. Хорда АВ пересекает ра-
диус ОС в точке D, причем  120CDA . 
Найти радиус окружности, вписанной в 
угол ADC и касающейся дуги АС, если 

.3OD   

Решение. Возможны два случая рас-
положения указанной окружности в зави-
симости от типа касания с данной окруж-
ностью. В обоих случаях центры 1O  и 2O  
этих окружностей будут лежать на бис-
сектрисе угла ADC (см. рис. 65). 

1. Рассмотрим внутреннее касание ок-
ружностей. Пусть радиус искомой ок-
ружности с центром в точке 1O  равен r . 
E – точка касания этой окружности с ра-
диусом OC . В прямоугольном треуголь-
нике 1DEO   601EDO  ( DO1  бис-
сектриса угла ADC) 

.
3

60ctg rrDE   

Используя теорему о секущей и каса-
тельной, получим  

,2OEOHOL   

,
3

32)22(
2











rr   

.03182  rr  

Условию задачи удовлетворяет поло-
жительный корень .9212 r  

2. В случае внешнего касания искомая 
окружность радиуса R с центром в точке 

2O  касается продолжений сторон DC и 
DA и данной окружности. Тогда, проводя 
аналогичные вычисления, получим 

.323R  
Ответ: 9212   или .323  
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расположение центров окружностей 
относительно общей хорды  

В условии задач этого типа фигуриру-
ют две пересекающиеся окружности, но 
не указано расположение центров окруж-
ностей относительно их общей хорды 
(см. рис. 66а и 66б). 

При решении подобных задач полезно 
вспомнить следующие факты.  
 Пересекающиеся окружности в 
точках А и В имеют общую хорду АВ. 
 Общая хорда перпендикулярна ли-
нии центров и делится ею пополам. 
Пример 33. Окружности радиусов 10 

и 17 пересекаются в точках А и В. Най-
ти расстояние между центрами окруж-
ностей, если 16AB . 

Решение. Отрезок AB – общая хорда 
данных окружностей. В условии не ука-
зано расположение центров окружностей 
относительно AB. Поэтому задача допус-
кает два вида чертежа. 

1. Пусть центры окружностей лежат по 
разные стороны от их общей хорды AB 
(см. рис. 66а). Линия центров O1O2 пер-
пендикулярна хорде AB и делит ее в точ-
ке пересечения C  пополам. Это следует 
из равенства треугольников 21 AOO  и 

21BOO  по трем сторонам и совпадения 
оснований высот, опущенных из точек A 
и B. Тогда из прямоугольных треуголь-

ников ACO1
 
и ACO2  соответственно по-

лучаем:  
15817 22

1 CO  
и  

6810 22
2 CO . 

Искомое расстояние между центрами 
равно .216152121  COCOOO  

2. Пусть центры окружностей лежат по 
одну сторону от хорды AB (см. рис. 66б). 
Аналогично поступая, находим 

.96152121  COCOOO  
Ответ: 21 или 9. 

Пример 34. Окружности с центрами 
O1 и O2 пересекаются в точках А и В. Из-
вестно, что  901BAO ,  BAO2  

 60 , aOO 21 . Найти радиусы окруж-
ностей.  

Решение. Отрезок AB – общая хорда 
данных окружностей. В условии не ука-
зано расположение центров окружностей 
относительно AB. Поэтому задача допус-
кает два вида чертежа. 

1. Пусть центры окружностей лежат по 
разные стороны от их общей хорды AB 
(см. рис. 67а). Так как треугольники 

BAO1  и BAO2  равнобедренные, то ли-
ния центров является биссектрисой углов 

BAO1  и .2 BAO  Получаем  

 451CAO , .302  CAO  

Пусть .xAC   Треугольник CAO1  
прямоугольный,  4511 CAOCAO . 
Значит .1 xACCO   Для треугольника 

CAO2  имеем .330ctg2 xACCO   
Тогда COCOOO 2121   или 

.3xxa   Отсюда находим .
13 


ax  

Тогда  

,
13

221



axAO  

.
13

2222



axACAO  

2. Пусть центры окружностей лежат по 
одну сторону от хорды АВ (см. рис. 67б). 

 
Рис. 66а 

 
Рис. 66б 
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Проводя аналогичные рассуждения, по-
лучим  

,
13

2
1




aAO  .
13

2
2




aAO  

Ответ: ,
13

2


a
 13

2

a   

или ,
13

2


a
 13

2

a . 

расположение центров окружностей 
относительно хорды большей  

окружности 
В условии задач следующего типа фи-

гурируют две окружности, одна из кото-
рых расположена внутри другой и каса-
ется хорды окружности большего радиу-
са (см. рис. 68). 

Полезно вспомнить следующее. 

 Вычисления в этой задаче сводят-
ся к применению теоремы Пифагора в 
треугольнике О1О2С, при этом рас-
стояние О1А находится из теоремы 
Пифагора для треугольника МАО1 (см. 
рис. 68а, б).  

Пример 35. Окружности радиусов 20 
и 3 касаются внутренним образом. Хор-
да AB большей окружности касается 
меньшей окружности в точке M. Найти 
длины отрезков AM и MB, если 32AB . 

Решение. Пусть точка N – середина 
хорды AB, тогда расстояние от центра O 
окружности радиуса 20 до хорды AB рав-
но  

121620
2

22
2

2 







ABOBON . 

Рассмотрим два случая. 
1. Центры O и O1 окружностей распо-

ложены по разные стороны относительно 
хорды AB  (см. рис. 69а), 31 MO . 

Продолжив перпендикуляр MO1  к 
хорде AB за точку M и опустив на него 
перпендикуляр из центра O, получим 
прямоугольный треугольник COO1 , в ко-
тором 173201 OO ,  MOCO 11  

151231  ONMOMC  и 
MNOC  . Тогда из теоремы Пифагора 

для треугольника COO1  получаем  

81517 222
1

2
1  COOOOC . 

Тогда  

8816  MNANAM  
и  

24168  NBMNMB . 

 
 а б 
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2. Центры O и O1 окружностей распо-
ложены по одну сторону относительно 
хорды AB  (см. рис. 69б). Тогда из теоре-
мы Пифагора для треугольника COO1  
получаем  

134917 222
1

2
1  COOOOC . 

Тогда  
13416 MNANAM  и 
16134  NBMNMB . 

Замечание. В данной задаче можно 
рассмотреть еще два случая, когда точка 
касания M расположена правее точки N. 
В этом случае ответы будут 24AM  и 

8MB  или 13416AM  и 
13416MB . 

Ответ: 24 и 8; 13416  и 13416 . 

Пример 36. Расстояние между цен-
трами двух окружностей равно 5r. Одна 
из окружностей имеет радиус r, а вто-
рая – 7r. Хорда большей окружности ка-
сается меньшей окружности и делится 
точкой касания в отношении 6:1 . Най-
ти длину этой хорды. 

Решение. Воспользуемся рисунком 68. 
Пусть хорда xMN 7 . Тогда расстояние 
от центра 1O  равно  

4
7

2

2
2

2
2
11

xrMNMOAO 





 , 

а 
2

5
2

7 xxxNBANAB  . 

Рассмотрим два случая. 
1. Центры O1 и O2 окружностей распо-

ложены по разные стороны относительно 
хорды MN. Так как rOO 521  , rBO 2 , 
то, продолжив перпендикуляр BO2  к 
хорде MN за точку B и опустив на него 
перпендикуляр из O1, получим прямо-
угольный треугольник COO 21 , в котором 

4
7

2
2

22
xrrBCBOCO   и 

ABCO 1 . Тогда из теоремы Пифагора 
для треугольника COO 21  получаем  

2
2

2
21

2
1 COOOCO   или  

2
2

22
2

4
725

4
25













xrrrx . 

Возводя в квадрат выражение, стоящее 
в скобках, получаем уравнение  

4
14256

2
222 xrrrx   

или  











.0256
,042925136

22

4224

rx
rrxx

 

Последняя система не имеет решения, 
так как корни уравнения 31 rx   и 

rx
6
143

2   не удовлетворяют условию 

0256 22  rx . Это значит, что такой слу-
чай невозможен. 

2. Центры 1O  и O2 окружностей рас-
положены по одну сторону относительно 
хорды MN. Так как rOO 521  , rBO 2 , 
то, опустив на отрезок AO1  перпендику-
ляр из центра O2, получим прямоуголь-
ный треугольник COO 21 , в котором 

rxrACAOCO 
4

7
2

2
11  и 

ABCO 2 . Тогда из теоремы Пифагора 
для треугольника COO 21  получаем  

2
1

2
21

2
2 COOOCO   или 

2
2

22
2

4
725

4
25











 rxrrx . 

Возводя в квадрат выражение, стоящее 
в скобках, получаем уравнение  

4
14625

2
222 xrrxr   

или  











.0625
,042925136

22

4224

xr
rrxx

 

Получаем два решения 31 rx   и 

rx
6
143

2  . Отсюда находим два значе-

ния rMN 37  и rMN
6
1437

 . 
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Ответ: r37  или r
6
1437 . 

расположение точек касания  
окружности и прямой 

Перед решением задач этого типа по-
лезно еще раз вспомнить следующую 
опорную задачу. 

Опорная задача. Отрезок общей внеш-
ней касательной к двум касающимся ок-
ружностям радиусов r и R равен 2√ܴݎ. 

Пример 37. На стороне ВА угла ABC, 
равного 30°, взята такая точка D так, 
что 2AD  и 1BD . Найти радиус ок-
ружности, проходящей через точки А, D 
и касающейся прямой ВС. 

Решение. Центр искомой окружности 
О – точка пересечения серединного пер-
пендикуляра к отрезку AD и перпендику-
ляра к прямой ВС, восставленного из 
точки касания E (см. рис. 70) окружности 
и прямой. Возможны два варианта поло-
жения окружности. В первом случае ок-
ружность касается луча BC, во втором 
точка касания 1E  лежит на продолжении 
луча BC за точку B.  

1. Пусть точка касания лежит на луче 
ВС. Тогда по теореме о касательной и се-
кущей имеем 

,3312  ABBDBE  

откуда .3BE  

В треугольнике BDE  ,30DBE  
,1BD  .3BE  Тогда из теоремы ко-

синусов  
222 BEDBDE   2 cos( )DB BE ABE       

получаем 1DE  Так как BD = DE, то 
треугольник BDE – равнобедренный и 

 30BED . Поскольку этот угол обра-
зован касательной BE и хордой DE, то 
дуга окружности DE равна 60 . Следова-
тельно, искомый радиус окружности ра-
вен хорде 1DE . Тогда центр О окруж-
ности совпадает с серединой отрезка AD. 

2. В случае, когда точка касания лежит 
на продолжении луча ВС за точку В (см. 
рис. 70), аналогично имеем  

,3312
1  ABBDBE  

откуда .31 BE  Сравнивая прямо-
угольные треугольники GBE1  и BEO , 
находим 2 BOBG , 11  OEGE , 

 601BGE . Из прямоугольного тре-
угольника OGO1 , в котором 

,601 OGO  4GO , находим 81 GO . 
Радиус второй окружности равен 

71811 GEGO .  
Ответ: 1 или 7. 

Пример 38. Точка О – центр окруж-
ности радиуса 2. На продолжении радиу-
са ОМ взята точка А. Через точку А 
проведена прямая, касающаяся окружно-
сти в точке K. Известно, что 

 60OAK . Найти радиус окружно-
сти, вписанной в угол ОАK и касающейся 
данной окружности внешним образом. 

Решение. Центр 1O  искомой окружно-
сти лежит на биссектрисе угла А, поэтому 
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 3011 AKO  (см. рис. 71). 1K  точка 
касания этой окружности с прямой АК. 
Из треугольника 11 AKO  находим 

,330ctg1 rrAK   где r – радиус ис-
комой окружности. Из треугольника 
OAK  находим  

.
3

260ctg  OKAK  

Рассмотрение случаев в данной задаче 
связано с расположением точки касания 
искомой окружности с прямой АK отно-
сительно точки касания K (левее, правее). 

Отрезок внешней касательной окруж-
ностей с центрами О и 1O  равен 

rKOOK 222 11   

(см. опорную задачу в примере 25). Тогда 
получаем  

KKAKAK 11   
или  

.223
3

2 rr   

Решаем квадратное уравнение 

,02623 2  tt  

где .rt   Получаем единственный по-

ложительный корень .
3

632 
t  Тогда  

.
3

246
3

632
2










 
r  

Еще один случай расположения ок-
ружностей рассмотрите самостоятельно. 

Ответ: .
3

242   

Задачи для самостоятельного решения 
3. Найдите радиус окружности, впи-

санной в угол MKN равный 6,0arcsin2  и 
касающейся окружности, радиуса 4 также 
вписанной в угол MKN. 

4. Вершина равнобедренного тре-
угольника с боковой стороной 5 и осно-
ванием 8 служит центром данной окруж-
ности радиуса 2. Найдите радиус окруж-

ности, касающейся данной и проходящей 
через концы основания треугольника.  

5. Расстояние между центрами двух 
окружностей равно 10r. Одна из окруж-
ностей имеет радиус 5r, другая 6r. Неко-
торая прямая пересекает меньшую ок-
ружность в точках A и B и касается 
большей в точке C. Найдите длину хорды 
АВ, если 2AB BC . 

6. Две окружности радиусов 1 и 5 ка-
саются. Найдите радиус третьей окруж-
ности, касающейся первых двух окруж-
ностей и прямой, проходящей через цен-
тры данных. 

7. (ЕГЭ, 2012). Точка О – центр пра-
вильного шестиугольника ABCDEF со 
стороной 7. Найдите радиус окружности 
касающейся окружностей, описанных 
около треугольников BOD, DOF, BOF. 

8. В окружности, радиус которой ра-
вен 15, проведена хорда AB = 24. Точка С 
лежит на хорде АВ так, что 

.2:1: BCAC  Найдите радиус окружно-
сти, касающейся данной окружности и 
касающейся хорды АВ в точке С. 

9. Окружности радиусов 4 и 9 касают-
ся внешним образом, лежат по одну сто-
рону от некоторой прямой и касаются 
этой прямой. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся каждой из двух данных 
и той же прямой. 

Ответы. 3. 1 и 16. 4. 
2

17  или .
10
41   

5. 212r  или r6 . 6. 7,5  или 
20
9

. 

7. 14 или 6. 8. 
3
8

 или 
3

32
. 9. 1,44 или 36. 
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3.3. Интерпретация аналитического  
способа решения задачи 

Применение аналитического способа 
решения геометрической задачи может 
привести к многовариантности. Наличие 
нескольких корней уравнения подсказы-
вает о возможном существовании не-
скольких случаев геометрической конфи-
гурации, которые требуют дальнейшего 
исследования с целью реализации усло-
вия для каждого из полученных корней 
уравнения. 

интерпретация решения  
уравнения ܖܑܛ ࢞ =  ࢇ

Методический комментарий. Если в 
составленном уравнении неизвестной яв-
ляется величина угла, то в конечном ито-
ге решение его сводится к одному из про-
стейших тригонометрических уравнений. 
Только одно уравнение вида ax sin , 

10  a , определенное на множестве чи-
сел );0(  , имеет два корня   или  . 
Следующие простые задачи дают интер-
претацию каждого из корней вышеприве-
денного уравнения. 

1. Радиус окружности равен 1. Найди-
те величину вписанного угла, опирающе-
гося на хорду, равную 2 . Ответ дайте в 
градусах. 

Ответ: 45 или .135  
2. Площадь треугольника равна 12. 

Две его стороны равны 6 и 8. Найдите 
угол между этими сторонами. 

Ответ: 30  или 150 . 

Пример 39. Около треугольника ABC 
описана окружность с центром О, угол 
АОС равен 60°. В треугольник ABC впи-
сана окружность с центром М. Найти 
угол АМС. 

Решение. В равнобедренном тре-
угольнике АOС ( ROAOC  ) угол при 
вершине равен .60  Следовательно, тре-
угольник АOС – равносторонний и 

RAC  .  
Используя следствие обобщенной тео-

ремы синусов, получаем 

,sin2 BRAC   ,sin2 BRR   .
2
1sin B  

Отсюда  30B  или .150B  
1. Пусть  30B  (см. рис. 72), тогда 

.150 CA  Центр вписанной ок-
ружности М, лежит на пересечении бис-
сектрис треугольника, значит 

.752:150  MCAMAC  Тогда 
.10575180  AMC  

2. Случай, когда  1501B  (см. рис. 
72), решается аналогично.  

Ответ: 165  или .105  

Пример 40. Трапеция ABCD с основа-
ниями AD и ВС вписана в окружность с 
центром О. Найти высоту трапеции, 
если ее средняя линия равна 3 и 

.6,0sin AOB   

При решении подобных задач полезно 
напомнить учащимся следующие факты. 

● Проекция боковой стороны равно-
бедренной трапеции на большее осно-
вание равна полуразности оснований, 
а проекция диагонали – полусумме ос-
нований (средней линии).  
 Вписанный угол измеряется полови-
ной дуги, на которую он опирается. 

Решение. Пусть AOB  (см. рис. 73).  
Проведем высоту BH и диагональ BD. 
Отрезок HD равен средней линии. Так 
как вписанный угол BDA  в два раза 
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меньше центрального угла AOB , то 

.
2


ADB  Из прямоугольного тре-

угольника BHD найдем высоту 

.
2

tg  HDBH  Используем формулу 

тангенса половинного угла 

.
cos1

sin
2

tg






 Тогда .

cos1
sin3




BH  

1. Рассмотрим случай, когда 
AOB  – острый. Находим  

8,0cos   и .1
8,01
6,03





BH  

2. Второй случай, когда AOB  – 
тупой, рассмотрите самостоятельно. 

Ответ: 9 или 1. 

интерпретация решения 
алгебраического уравнения 

Методический комментарий. Если в 
составленном уравнении неизвестной яв-
ляется длина отрезка, то составленное 
алгебраическое уравнение (чаще квад-
ратное) может иметь два положительных 
корня, которые удовлетворяют условию 
задачи, то есть ситуация, реализованная в 
условии, не определяется однозначно (см. 
пример 39). 

Интересным является появление отри-
цательного корня уравнения, интерпре-
тация которого может быть проведена 
вполне разумно. Для заострения пробле-
мы учителю необходимо предлагать 
учащимся задачи, в которых получаются 
посторонние, на первый взгляд, корни, но 
их появление можно и нужно объяснить.  

Пример 41. Дана окружность радиуса 
13. Точка М – середина радиуса ОK. Хор-
да АС перпендикулярна радиусу ОK. 
Найти расстояние ВМ, если известно, 
что 4 BKAB  (см. рис. 74).  

Решение. Обозначим BM через x  (см. 
рис. 74а), тогда имеем xOB  5,6  и 

xBK  5,6 . Используя теорему Пифа-
гора для треугольника AOB , находим 

2)5,6(169 xAB  . Исходя из равен-
ства 4AB BK   получаем уравнение  

xx  5,10)5,6(169 2  

или  
025,842  xx . 

Отсюда находим корни 5,11 x  и 
5,52 x . 

Положительный корень соответствует 
ситуации рисунка 74а. 

Интерпретируем отрицательный ко-
рень: точка B расположена между точка-
ми M и K, т. е. отрезок MB с длиной 5,5 
откладывается в противоположном на-
правлении (см. рис. 74б).  

Ответ: 1,5 или 5,5. 
Пример 42. (ЕГЭ, 2011). Окруж-

ность, вписанная в треугольник ܥܤܣ, 
площадь которого равна 36, касается 
средней линии, параллельной стороне ܥܤ. 
Известно, что ܥܤ = 9. Найти сторону 
 .ܤܣ

Решение. Обозначим xAB  , yAC  ,  
p  полупериметр треугольника ܥܤܣ. 

Пусть точки M  и N  – середины сторон 
-соответственно (см. рис. 75). То ܥܣ и ܤܣ

гда 
2
9

2
1  BCMN .  

В трапецию BMNC вписана окруж-
ность, поэтому  

2
27

2
99  MNBCCNBM .  

Значит  

 
 а б 
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2722  CNBMACAByx ; 

18
2

9
2








yxBCACABp . 

По формуле Герона 

 ))()(( BCpACpABppSABC  

 )918)(18)(18(18 yx

36)18)(18(29  yx .  

Получаем уравнение  

4)18)(18(2  yx . 

Возводя обе его части в квадрат и учи-
тывая равенство 27 yx , имеем  

8)18)(18(  yx , 
,8)2718)(18(  xx  

.0170272  xx   
Отсюда находим, что 10x  или .17x  
Получаем 17y  при 10x  и 10y  при 

17x  . Это означает, что условию задачи 
соответствует треугольник со сторонами 
10, 17, 9. Полученные значения x  соот-
ветствуют двум способам обозначения 
вершин буквами.  

Ответ: 10 или 17.  

Задачи для самостоятельного решения 
10. (ЕГЭ, 2011). Диаметр окружности, 

вписанный в треугольник PQR, площадь 
которого равна 132, в три раза меньше 
высоты, проведенной из вершины P. Из-
вестно, что 11QR . Найдите сторону 
PQ. 

11. (ЕГЭ, 2011). Окружность, вписан-
ная в треугольник KLM, площадь которо-
го равна 66, касается средней линии, па-
раллельной стороне ML. Известно, что 

11ML . Найдите MK. 
12. (ЕГЭ, 2011). Дана трапеция ABCD 

с боковыми сторонами AB = 36, CD = 34 
и верхним основанием BC = 10. Извест-

но, что .
3
1cos ABC  Найдите BD. 

13. Медиана BM треугольника ABC 
равна его высоте AH. Найдите угол MBC. 

Ответы. 10. 25 или 30. 11. 13 или 20. 
12. 36 или 198 . 13. 30  или 150 . 

Глава 4. Дополнение 
Выделим некоторые вопросы, по-

зволяющие расширить представление 
о многовариантных планиметриче-
ских задачах.  

4.1. Многовариантная задача с одно-
значным ответом 

Существует ряд задач, в которых не-
обходимо рассмотреть несколько конфи-
гураций, но приводящих либо к одному и 
тому же ответу, либо при данных услови-
ях задачи осуществляется один из вари-
антов. Одна из таких задач разобрана в 
примере 30. 

Пример 43. Площадь треугольника 
ABC равна 4. MN – средняя линия. Найти 
площадь треугольника CMN. 

Решение. При решении данной задачи 
неоднозначность состоит в выборе сред-
ней линии. Необходимо рассмотреть три 
случая (см. рис. 76). 
1-й случай. Отрезок MN параллелен ВС. 
Так как CN – медиана треугольника АВС, 

то 
1 1 4 2
2 2ANC ABCS S    . Так как MN – 

медиана треугольника АNC, то 
1 1 2 1.
2 2MNC ANCS S     

2-й случай. Отрезок MN параллелен 
отрезку АС (рассмотрите самостоятель-
но).  

3-й случай. Отрезок MN параллелен 
отрезку АВ, поэтому треугольники MNC 
и ABC подобны. Тогда 

21 1 4 1.
2 4MNC ABCS S     

 
 

 

Ответ: 1. 

 
 а б в 
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Пример 44. (МГУ, 1984). Две окруж-
ности радиусов 8 и 6 пересекаются в 
точках A  и В. Через центры 1O  и 2O  
окружностей проведена прямая; 1C  и 2C  
– две из четырех точек пересечения этой 
прямой с окружностями, причем точка 

1C  лежит на окружности с центром 1O , 
а длина отрезка 21CC  больше 20. Найти 
расстояние между точками 1O  и 2O , 
если произведение площадей треугольни-
ков AOC 11  и BOC 22  равно 336. 

Решение. Пусть 1O  – центр большой 
окружности. Из симметрии конфигура-
ции относительно линии симметрии 1 2O O  
(см. рис. 77) следует, что хорда АВ при 
пересечении с прямой 1 2O O  в точке М 
делится пополам (см. рис. 77).  

При любом расположении точки 1C  
(см. рис. 78) площадь треугольника 

1 1C O A  равна 1 1
1 4
2

C O AM AM  .  

Аналогично площадь треугольника 
2 2C O B  равна  

2 2
1 3 3
2

C O BM BM AM   . 

Произведение площадей треугольни-
ков 1 1C O A  и 2 2C O B  равно 

24 3 12 336AM AM AM   . 

Отсюда 2 28AM  .  
Из прямоугольных треугольников 

1O AM  и 2O AM  находим  

1 64 28 6O M     
и  

2 36 28 2 2O M     
соответственно.  

Отсюда следует, что случай, изобра-
женный на рис. 79а) не возможен. Если 
точка М лежит вне отрезка 1 2O O  (рис. 

79б), то 1 2 1 2 6 2 2O O O M O M    , и 
при любом расположении точек 1C  и 2C  
имеем 

1 2 1 1 1 2C C C O O C  

1 1 1 2 2 2C O O O C O   

8 6 2 2 6 20 2 2,       

что противоречит условию 1 2 20C C  . 

Следовательно, остается случай, изобра-
женный на рисунке 79в) и  

1 2 1 2 6 2 2O O O M O M    . 

Ответ: 226  . 

Задачи для самостоятельного решения 
1. Радиусы вписанной и описанной ок-

ружностей прямоугольного треугольника 
равны 2 и 5 соответственно. Найдите 
больший катет треугольника. 

2. Из середины катета прямоугольного 
треугольника на его гипотенузу опущен 
перпендикуляр, длина которого равна 1. 
Найдите радиус окружности, вписанной в 
прямоугольный треугольник, если длина 
одного из его катетов равна 4. 

 
 а б 
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3. Дан прямоугольник ABCD со сторо-
нами AB = 9, BC = 12 и окружность S ра-
диуса 2 с центром O на стороне AB, про-
ходящая через вершину A. Найдите ради-
ус окружности, касающейся внешним об-
разом окружности S, содержащейся внут-
ри прямоугольника и касающейся двух 
его соседних сторон. 

4. Трапеция ABCD с основаниями 
6AD  , 4BC   и диагональю 7BD   

вписана в окружность. На окружности 
взята точка K, отличная от точки D так, 
что 7BK  . Найдите длину отрезка АК. 

5. Точки А, В и С лежат на одной пря-
мой. Отрезок АВ является диаметром 
первой окружности, а отрезок ВС – вто-
рой окружности. Прямая, проходящая 
через точку А, пересекает первую окруж-
ность в точке D и касается второй окруж-
ности в точке Е, при этом 9BD  , 

12BE  . Найдите радиусы окружностей. 

Ответы. 1. 8. 2. 
2(3 3)

3


. 3. 3. 4. 4.  

5. 8 и 36. 

4.2. Координатный метод 
Рассмотрим на примерах применение 

метода координат при решении 
планиметрических многовариантных 
задач. 

Пример 45. Расстояние между парал-
лельными прямыми равно 6. На одной из 
них лежит вершина С, на другой – осно-
вание АВ равнобедренного треугольника 
АВС. Известно, что 16AB  . Найти 
расстояние между центрами окружно-
стей, одна из которых вписана в тре-
угольник АВС, а вторая касается данных 
параллельных прямых и боковой стороны 
треугольника АВС.  

Решение. Введем систему координат 
(см. рис. 80). Радиус окружности, впи-
санной в треугольник АВС, найдем по 

формуле Sr
p

 , и он равен 48 8
18 3

r   . 

Запишем уравнение прямой ВС в отрез-

ках: 1
8 6
x y
  .  

Уравнение искомой окружности имеет 
вид 2 2( ) ( 3) 9x a y    . Выразим из 

первого уравнения 24 3
4

xy 
  и подста-

вим во второе уравнение. Получим квад-
ратное уравнение относительно неиз-
вестной х:  

2 225 (32 72) 16 0x a a    . 

Условие касания прямой ВС и второй 
окружности означает, что последнее 
уравнение имеет единственное уравне-
ние, то есть  

2 2(16 36) 25 16
4
D a a    

(16 36 20 )(16 36 20 ) 0a a a a      . 

Отсюда 1a    или 9a  . Таким обра-
зом найдены два центра второй окружно-
сти 2 ( 1;3)O   и 3(9;3)O . Найдем искомые 
расстояния  

2
2

1 2
8 730(9 0) 3
3 3

O O       
 

, 

2
2

1 3
8 10( 1 0) 3
3 3

O O        
 

. 

Ответ: 730
3

 или 10
3

. 

Задачи для самостоятельного решения 
6. Окружность S проходит через вер-

шину С прямого угла и пересекает его 
стороны в точках, удаленных от вершины 
С на расстояния 6 и 8. Найдите радиус 
окружности, вписанной в данный угол и 
касающейся окружности S. 

7. На стороне ВА угла АВС, равного 
30 , взята такая точка D, что 2AD   и 

1BD  . Найдите радиус окружности, 

 
Рис. 80 

B

C

A
O

O2O2
O1

x

y

8

6

–8



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

61 
20.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

проходящей через точки А, D и касаю-
щейся прямой ВС. 

8. В прямоугольном секторе АОВ из 
точки В как из центра проведена дуга ОС 
(С – точка пересечения этой дуги с дугой 
АВ) радиуса ВО. Окружность 1S  касается 
дуги АВ, дуги ОС и прямой ОА, причем 
точки касания различны, а окружность 

2S  касается дуги АВ, прямой ОА и ок-
ружности 1S  (точки касания также по-
парно различны). Найдите отношение ра-
диуса окружности 1S  к радиусу окружно-
сти 2S . 

Ответы. 6. 4 или 24. 7. 1 или 7.  

8. 
4(2 3) .

3


 

4.3. Исследование планиметрической 
задачи с буквенными данными 

В геометрических задачах в качестве 
параметра может быть линейная или уг-
ловая величина. Количество возможных 
решений находится в зависимости от ус-
ловия задачи и области изменения пара-
метра. 

Пример 46. Дан прямоугольный тре-
угольник АВС с прямым углом при верши-
не В и углом   при вершине А. Точка D – 
середина гипотенузы. Точка 1C  симмет-
рична точке С относительно прямой BD. 
Найти угол BAC1 . 

 Центр окружности, описанной око-
ло прямоугольного треугольника, ле-
жит на середине гипотенузы. 
Решение. Так как прямая BD  является 

серединным перпендикуляром к отрезку 
,1CC  то .1DCDC   С другой стороны, 

точка D  – центр окружности, описанной 
около прямоугольного треугольника. По-
этому .DADBDC   Отсюда следует, 
что точка 1C  принадлежит описанной ок-
ружности. 

Построение чертежа к этой задаче за-
висит от того, каково значение параметра 
 . Возможны три случая: 1)  45 ; 
2) ;9045   3) .450   

1-й случай: если ,45 то централь-
ный угол  902 BACBDC . В 
этом случае ось BD  перпендикулярна 
гипотенузе AC . Точка C  отобразится в 
точку A , и угол BAC1  не будет опреде-
лен.  

2-й случай: пусть ,45  тогда цен-
тральный угол  902BDC  (см. 
рис. 81а). В этом случае точки C  и 1C  
расположены по одну сторону от хорды 
AB . В прямоугольном треугольнике 

90BCA    . 
Вписанные углы, опирающиеся на од-

ну и ту же дугу, равны. Поэтому 
.901  BCABAC  

3-й случай: пусть ,45  тогда цен-
тральный угол  90BDC  (см. рис. 
81б). В этом случае точки C  и 1C  распо-
ложены по разные стороны от хорды AB . 
Четырехугольник BCAC1  вписан в ок-
ружность, поэтому  

 1801801 BCABAC  
 90)90( . 

Ответ: ,90   если ;450   
,90   если  9045 ;  

при  45  точка 1C  совпадает с точкой 
А и угол не определен.  

Пример 47. Периметр равнобедренно-
го треугольника равен Р, одна из его 
сторон равна а. Найти вторую сторону 
треугольника.  

Решение. Если основание треугольни-
ка равно а, то боковая сторона равна 

 
 а б 

Рис. 81 

AD

B

C1

C A
D

B C1

C
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2
aP 

. Используя неравенство треуголь-

ника, получаем систему 

2 2

2 2

P a P aa

P a P a a

   
    


   или   2
0.

Pa

a

 

 

 

Пусть боковая сторона треугольника 
равна а, тогда основание равно aP 2 . 
Запишем условия 

2
2

P a a a
a P a a
  

   
  или  

4

.
2

Pa

Pa

 

 


 

Ответ: если 
24
PaP

 , то одно реше-

ние a , 
2

aP 
, 

2
aP 

;  

если 
24
PaP

 , то два решения aa, , 

aP 2  или ,a  
2

aP 
, 

2
aP 

;  

при 0a  или при 
2
Pa   решений нет. 

Задачи для самостоятельного решения 
9. В треугольнике АВС угол А равен 

60 , 1AB  , BC a . Найдите АС. 

10. Найдите высоту равнобедренного 
треугольника с основанием а и радиусом 
описанной окружности R. 

11. В параллелограмме ABCD извест-
ны стороны ,aAB   ,bBC   и 

.BAD  Найдите расстояние между 
центрами окружностей, описанных около 
треугольников BCD и DAB.  

Ответы. 9. Если 
3

2
a  , то решений 

нет; если 
3

2
a  , то одно решение 

1
2

AC  ; если 
3 1

2
a  , то два решения 

21 3
2 4

AC a   ; если 1a  , то одно ре-

шение 21 3
2 4

AC a   . 10. Если 2a R , 

то одно решение R ; если 0 2a R  , то 

два решения 2 21 4
2

R R a  ; если 

2a R , то нет решений.  
11. 2 2 2 cos ctg ,a b ab      если 

;900   0, если ;90  
2 2 2 cos ( ctg ) ,a b ab       если 

;18090   в общем виде 
2 2 2 cos ctg .a b ab      

4.4. Исследование планиметрической 
задачи с числовыми данными 

При составлении задач по геометрии 
возникает проблема существования дан-
ной конфигурации. При исследовании 
такой задачи удобнее ее рассмотреть в 
общем виде, при буквенных данных. 

Пример 48. Дан параллелограмм 
ABCD, ,2AB  3BC , .60A  Ок-
ружность с центром в точке О касается 
биссектрисы угла D и двух сторон парал-
лелограмма, исходящих из вершины одно-
го его острого угла. Найдите радиус 
этой окружности. 

Решение. Рассмотрим задачу в общем 
виде: ,AB a  BC b , 60A    (см. 
рис. 82). Окружность, вписанная в тре-
угольник CDG, касается сторон паралле-
лограмма. Поэтому одно решение суще-
ствует. Вторая окружность, вписанная в 
треугольник AFD, будет касаться сторон 
параллелограмма при условии AK AB .  

В равностороннем треугольнике AFD 
со стороной b отрезок касательной 

2
bAK  , поэтому получаем условие су-

ществования второй окружности: 
2
ba  . 

Так как 32
2

 , то данная задача имеет два 

решения  

2 3 3
6 3

r    или 3 3 3
6 2

r   . 
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Ответ: 3
2

 или 3
3

. 

Пример 49. Дан параллелограмм 
ABCD, ,2AB  6BC  , .60A  Ок-
ружность с центром в точке О касается 
биссектрисы угла D и двух сторон парал-
лелограмма, исходящих из вершины одно-
го его острого угла. Найдите радиус 
этой окружности. 

Решение. Так как 62
2

 , то задача 

имеет одно решение  2 3 3
6 3

r   . 

Ответ: 3
3

. 

Пример 50. Продолжение биссектри-
сы CD неравнобедренного треугольника 
АВС пересекает окружность, описанную 
около этого треугольника, в точке Е. 
Окружность, описанная около треуголь-
ника ADE, пересекает прямую АС в точ-
ке F, отличной от А. Найдите радиус 
окружности, описанной около треуголь-
ника АВС, если 9AC  , 3AF  , угол 
ВАС равен 45 . 

Решение. Рассмотрим задачу в общем 
виде: AC a , AF b , 45 .BAC    
Возможны два варианта расположения 
точки F  на прямой AC .  

1-й случай: пусть точка F  лежит меж-
ду точками A  и C  (см. рис. 83а). Тогда 

180DFC AFD AED ABC      , 

поэтому треугольники CDF  и CDB  рав-
ны. Значит, BC FC AC AF a b     . 
Отсюда, искомый радиус равен  

2sin 2
BC a b

BAC





. 

Тогда диаметр этой окружности равен 
( ) 2a b , который должен быть не 
меньше хорды АС, то есть ( ) 2a b a  . 
Отсюда  

1 2a a
b b

   
 

, 

( 1) 2k k  , 2 2k   . 

Для условия данной задачи отношение 
9 2 2
3

k    , поэтому искомая окруж-

ность не существует. 
2-й случай: пусть точка A лежит между 

точками F  и C  (см. рис. 83б). Тогда  

AFD AED ABC     , 

поэтому треугольники CDF  и CDB  рав-
ны. Значит, BC FC  AC AF a b    . 
Отсюда, искомый радиус равен  

( ) 2
2sin 2

BC a b
BAC





. 

Диаметр этой окружности равен 
( ) 2a b , который больше хорды АС. 
При условиях данной задачи радиус ра-
вен 6 2 . 

 
Ответ: 6 2 . 

Пример 51. Продолжение биссектри-
сы CD неравнобедренного треугольника 
АВС пересекает окружность, описанную 
около этого треугольника, в точке Е. 
Окружность, описанная около треуголь-
ника ADE, пересекает прямую АС в точ-

 
 а б 

Рис. 83 

C CBB

D D

E

E

F
F A

A

 
Рис. 82 

b

a

CG

F

B
K

DA

O2
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ке F, отличной от А. Найдите радиус 
окружности, описанной около треуголь-
ника АВС, если 11AC  , 3AF  , угол 
ВАС равен 45 . 

Решение. Так как 11 2 2
3

k    , то 

задача имеет два решения 

(11 3) 2
22

a bR  
  . 

Ответ: 4 2  или 7 2 . 

4.5. Серия задач на одну  
геометрическую конфигурацию 

Серии задач применяется как для фор-
мирования навыков, так и для их закреп-
ления. Кроме того, их можно использо-
вать и для формирования исследователь-
ских умений и навыков учащихся. 

Предложим одну серию задач, связан-
ную с трапецией. 

1. (12) В трапеции с боковыми сторо-
нами 13 и 20 и основаниями 6 и 27 про-
ведена диагональ. Около каждого из об-
разовавшихся треугольников описана ок-
ружность. Найдите их радиусы. 

2. (13) В трапеции с боковыми сторо-
нами 13 и 20 и основаниями 6 и 27 про-
ведена диагональ. Около каждого из об-
разовавшихся треугольников описана ок-
ружность. Найдите расстояние между 
центрами этих окружностей. 

3. (14) В трапеции с боковыми сторо-
нами 13 и 20 и основаниями 6 и 27 про-
ведена диагональ. В образовавшиеся тре-
угольники вписаны окружности. Найдите 
расстояние между точками касания впи-
санных окружностей с проведенной диа-
гональю. 

4. (15) В трапеции с боковыми сторо-
нами 13 и 20 и основаниями 6 и 27 про-
ведена диагональ. Найдите расстояние 
между точками пересечения медиан об-
разовавшихся треугольников. 

5. (16) В трапеции с боковыми сторо-
нами 13 и 20 и основаниями 6 и 27 про-
ведена диагональ. Найдите расстояние 

между точками пересечения высот обра-
зовавшихся треугольников. 

Ответы. 12. 13 265
24

, 5 265
6

 или 

5 157
3

, 13 157
12

. 13. 11 265
24

 или 

11 157
12

. 14. 0. 15. 265
3

 или 2 157
3

.  

16. 2105
4

 или 54673
6

. 
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Упражнения 
Произвольный треугольник 

Линейные и угловые элементы 
треугольника 

1. Дан треугольник АВС, в котором 
2AC  , 1BC  , 45ABC   . Найдите 

угол ВАС. 
2. Дан треугольник АВС, в котором 

4AB  , 3 2BC  , 1sin
3

ABC  . Най-

дите АС. 
3. Боковые стороны треугольника рав-

ны 25 и 30, а высота, проведенная к осно-
ванию, равна 24. Найдите основание. 

4. Две боковые стороны треугольника 
равны 26 и 30, а высота, опущенная на 
третью сторону, – 24. Найдите медиану 
треугольника, проведенную к третьей 
стороне. 

5. Найдите длины сторон АВ и АС тре-
угольника АВС, если 8BC  , а длины 
высот, проведенных к АС и ВС, равны 6,4 
и 4 соответственно. 

6. Вычислите высоту СН тупоугольно-
го треугольника АВС, если ,45C  

6AH   и 1BH  . 
7. В треугольнике АВС проведены вы-

соты AD и CE. Найдите АС, если 5BC  , 
7AB  , : 1: 2DE AC  .  

8. (Санкт-Петербург, пробный экза-
мен, 2013). Из вершин острых углов В и 
С треугольника АВС проведены две его 
высоты – ВМ и СN, причем прямые ВМ и 
СN пересекаются в точке Н. Найдите угол 

ВНС, если известно, что 1 .
3

MN BC  

9*. Точки, симметричные вершинам 
треугольника относительно противопо-
ложных сторон, являются вершинами 
треугольника со сторонами 8 , 8 , 

14.  Определите стороны исходного 
треугольника, если известно, что длины 
их различны. 

10. В треугольнике АВС отрезок MK  с 
концами на сторонах АВ и ВС параллелен 
АС. Найдите длину отрезка MK , если 

известно, что 14AC  , а точка М делит 
сторону АВ в отношении 3 : 4. 

11. Точка Н – основание высоты тре-
угольника со сторонами 14, 16, 18, опу-
щенной на сторону, равную 16. Через 
точку Н проведена прямая, отсекающая 
от треугольника подобный ему треуголь-
ник и пересекающая сторону, равную 14, 
в точке М. Найдите НМ. 

12. В треугольнике АВС известно, что 

18AB  , 16BC  , 4cos
9

B  , АН – высо-

та. Через точку Н проведена прямая, от-
секающая от треугольника АВС подоб-
ный ему треугольник и пересекающая 
сторону АВ в точке М. Найдите НМ. 

13. В треугольнике АВС 75 ,A    
45B   . На стороне СА взята точка K 

так, что 3CK
KA

 . На стороне СВ взята 

точка М так, что прямая KМ отсекает от 
треугольника АВС подобный ему тре-

угольник. Найдите отношение KM
AB

. 

14. В треугольнике ABC  точка K ле-
жит на стороне AC, причем AK : KC = 3:5. 
Точка M делит сторону AB на два отрез-
ка, один из которых вдвое больше друго-
го. Прямая, проходящая через точку M 
параллельно BC, пересекает прямую BK в 
точке P. Найдите отношение :BP KP . 

15. Точки 1A , 1B , 1C  – основания вы-
сот треугольника ABC. Углы треугольни-
ка 111 CBA  равны 80°, 70° и 30°. Найдите 
углы треугольника ABC. 

16. 1AA , 1BB , 1CC  – высоты тре-
угольника ABC. Угол 1A  треугольника 

111 CBA  равен 36°, а угол 1B  треугольни-
ка 111 CBA  равен 84°. Найдите угол С 
треугольника ABC. 

17. В треугольнике АВС проведены 
высоты АМ и CN. Чему равен угол АВС, 
если 2AC MN ? 

18. Высоты треугольника АВС пересе-
каются в точке Н. Известно, что 

3CH AB  . Найдите угол АСВ. 
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19. В треугольнике АВС известно, что 
2AH BM  , где АН – высота, BM – 

медиана. Найдите угол MBC. 

20. Отрезок 21HH , соединяющий ос-
нования 1H  и 2H  высот 1AH  и 2BH  
треугольника АВС, виден из середины М 
стороны АВ под прямым углом. Найдите 
угол С треугольника АВС. 

21. Биссектриса внешнего угла при 
вершине В треугольника АВС равна бис-
сектрисе внешнего угла при вершине А и 
равна стороне АВ. Найдите углы тре-
угольника АВС. 

22. В треугольнике АВС перпендику-
ляр, проходящий через середину стороны 
АС, пересекает сторону ВС в точке М, а 
перпендикуляр, проходящий через сере-
дину стороны ВС, пересекает сторону АС 
в точке N. Прямая MN перпендикулярна 

АВ и 1
3

MN AB . Найдите углы тре-

угольника АВС.  
23. В треугольнике АВС перпендику-

ляр, проходящий через середину стороны 
АВ, пересекает прямую АС в точке М, а 
перпендикуляр, проходящий через сере-
дину стороны АС, пересекает прямую АВ 
в точке N. Известно, что BCMN   и пря-
мая MN перпендикулярна прямой ВС. 
Определите углы треугольника АВС. 

24. Точка 1C  – основание высоты 1CC  
треугольника АВС. Найдите зависимость 
между углами А и В, если 

2
1 1 1C C C A C B  . 

25. В треугольнике АВС угол между 
медианой и высотой, выходящими из уг-
ла А равен , угол между медианой и вы-
сотой, выходящими из угла В равен  . 
Найдите угол между медианой и высо-
той, выходящими из угла С. 

26. Пусть Н – точка пересечения высот 
треугольника АВС. Найдите углы тре-
угольника АВС, если BAH  , 

ABH  . 

27. В треугольнике АВС проведены 
высоты AD и CE. Найдите АС, если 

aBC  , bAB  , kACDE : .  

28. В треугольнике АВС угол A  равен 
60 , ,1AB  aBC  . Найдите АС. 

29. Внутри угла величины   ( 90 )    
с вершиной в точке О взята точка A . Рас-
стояние от точки A  до одной из сторон 
угла равно а, а проекция ОА на другую 
его сторону равна b. Найдите ОА. 

30. Дан угол величины   с вершиной в 
точке А и точка В на расстоянии а и b от 
сторон угла. Найдите АВ. 

Площадь треугольника 

31. Площадь треугольника равна 6 3 . 
Две его стороны равны 4 и 6. Найдите 
угол между этими сторонами. 

32. Площадь треугольника ABC равна 
3

2
, AB = 2, 3AC  . Найдите сторону 

BC. 

33. Вычислите площадь треугольника, 
если две его стороны равны 13 и 15, а высо-
та, проведенная к третьей стороне, равна 12.  

34. Дан треугольник ABC со сторонами 
АВ = 17, AC = 25 и BC = 28. На стороне 
ВС взята точка М, причем 241AM  . 
Найдите площадь треугольника АМВ. 

35. В треугольнике АВС 8AB  , 
7.BC   Точка 1A  симметрична точке А 

относительно прямой ВС. Найдите пло-
щадь треугольника 1AA C , если известно, 
что площадь треугольника АВС равна 
14 3 . 

36. Медиана в треугольнике, выходя-
щая из одной вершины, равна высоте, 
опущенной из другой вершины, и равна 1. 
Высота, опущенная из третьей вершины, 
равна 3 . Найдите площадь треугольника. 

37. Точка М удалена от сторон угла в 
60  на расстояния 3  и 3 3  (основания 
перпендикуляров, опущенных из М на 
стороны угла, лежат на сторонах, а не на 
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их продолжениях). Прямая, проходящая 
через М, пересекает стороны угла и отсе-
кает треугольник периметра 12. Найдите 
площадь этого треугольника. 

38. Точка М делит среднюю линию 
треугольника АВС, параллельную сторо-
не ВС, на отрезки, один из которых в три 
раза длиннее другого. Точка N также де-
лит сторону ВС на отрезки, один из кото-
рых в три раза длиннее другого. В каком 
отношении прямая MN делит площадь 
треугольника АВС? 

39. В треугольнике АВС проведена 
прямая, параллельная АС и пересекаю-
щая стороны АВ и ВС в точках E и F со-
ответственно. Прямая EF делит тре-
угольник АВС на две фигуры, площади 
которых относятся как 1 : 3. Найдите от-
ношение длин отрезков АС и EF. 

40. В треугольнике АВС проведены 
медиана АМ и высота АН. Известно, что 

2
3


BH
MH , а площадь треугольника АМН 

равна 24. Найдите площадь треугольника 
АВС. 

41. (МИОО, 2010). В треугольнике 
KLM проведены биссектриса KР и высота 

KН. Известно, что 1
2

KM
KL

 , 3
2

PH
MH

 , а 

площадь треугольника KНР равна 30. 
Найдите площадь треугольника KLM. 

42. В треугольнике АВС на прямой ВС 
выбрана точка K так, что : 1: 2BK KC  . 
Точка Е – середина стороны АВ. Прямая 
СЕ пересекает отрезок АK в точке Р. 
Найдите площадь треугольника АЕР, ес-
ли площадь треугольника АВС равна 120. 

43. В треугольнике АВС на стороне АВ 
расположена точка K так, что 

: 3:5AK KB  . На прямой АС взята точка 
Е так, что 2AE CE . Известно, что пря-
мые ВЕ и СK пересекаются в точке О. 
Найдите площадь треугольника АВС, ес-
ли площадь треугольника ВОС равна 20. 

44. Стороны АС, ВС и СА треугольни-
ка АВС точками M, N и P разделены в од-
ном и том же отношении так, что 

: : :AM MB BN NC CP PA  . Найдите 
это отношение, если известно, что пло-

щадь треугольника MNP составляет 0,28 
площади треугольника АВС. 

45. (Санкт-Петербург, репетицион-
ный экзамен, 2012). Дан треугольник 
АВС. Точка Е на прямой АС выбрана так, 
что треугольник АВЕ, площадь которого 
равна 14, – равнобедренный с основани-
ем АЕ и высотой BD. Найдите площадь 
треугольника АВС, если известно, что 

ABE CBD    и 
24tg
7

  . 

46. Две прямые, перпендикулярные 
стороне АС треугольника АВС, делят этот 
треугольник на три равновеликие части. 
Известно, что отрезки этих прямых, за-
ключенные внутри треугольника, равны 
между собой и равны стороне АС. Найди-
те углы треугольника АВС. 

47. Площади двух треугольников с 
общим основанием равны 1S  и 2S , где 

21 SS  . Найдите площадь четырех-
угольника с вершинами в серединах их 
боковых сторон. 

Прямоугольный треугольник 
48. В прямоугольном треугольнике две 

стороны равны 5 и 4. Найдите третью 
сторону. 

49. Катеты прямоугольного треуголь-
ника равны 7 и 24. Найдите гипотенузу 
треугольника, подобного данному, если 
один из катетов равен 10. 

50. В прямоугольном треугольнике 
АВС катеты 4BC   и 12AC  . На пря-
мой АС взята точка D так, что 

: 3AD DC  . Найдите sin ABD . 
51. Площадь прямоугольного тре-

угольника АВС ( 90 )C    равна 8, длина 
катета ВС равна 2. Прямая проходит че-
рез точку В и образует угол 45с прямой 
ВС. Найдите расстояние от точки А до 
указанной прямой. 

52. В прямоугольном треугольнике 
АВС катеты равны 5 и 12. Прямая, пер-
пендикулярная гипотенузе АВ, делит 
площадь треугольника в отношении 1:8. 
Найдите длину отрезка этой прямой с 
концами на сторонах треугольника АВС. 
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53. Внутри прямого угла дана точка М, 
расстояния которой от сторон угла равны 
4 и 8. Прямая, проходящая через точку М, 
отсекает от прямого угла треугольник 
площадью 100. Найдите катеты тре-
угольника. 

54. (ЕГЭ, 2012). На прямой, содержа-
щей медиану АD прямоугольного тре-
угольника АВС с прямым углом С, взята 
точка Е, удаленная от вершины А на рас-
стояние, равное 4. Найдите площадь тре-
угольника ВСЕ, если 6ВС  , 4АС  . 

Равнобедренный треугольник 
55. Найдите углы равнобедренного тре-

угольника, если известно, что угол образо-
ванный биссектрисой, проведенной к ос-
нованию, и биссектрисой, проведенной к 
боковой стороне, равен углу при вершине. 

56. Найдите углы равнобедренного 
треугольника, если известно, что прямая, 
проходящая через вершину угла при ос-
новании, делит его на два треугольника, 
каждый из которых также является рав-
нобедренным. 

57. В равнобедренном треугольнике 
АВС на прямой ВС отмечена точка D так, 
что угол САD равен углу АВD. Найдите 
длину отрезка АD, если боковая сторона 
треугольника АВС равна 5, а его основа-
ние равно 6. 

58. Найдите боковую сторону равно-
бедренного треугольника с основанием 6, 
если синус одного его угла равен косину-
су другого.  

59. Найдите высоту равнобедренного 
треугольника, проведенную к боковой 
стороне, равной 2, если синус одного его 
угла равен косинусу другого.  

60. В равнобедренном треугольнике 
АВС известно, что его боковые стороны 

4AC BC   и его площадь равна 2 7 . 
Найдите синус угла В при основании. 

61. Тангенс угла между медианой и 
высотой, проведенными к боковой сто-
роне равнобедренного треугольника, ра-

вен 
1
2

. Найдите синус угла при вершине. 

62. В равнобедренном треугольнике 
ABC  проведена высота BH . Найдите 
длину отрезка CH , если известно, что

5AB AC  , 24sin
25

A  . 

63. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 12. На одной из них ле-
жит точка А, а на другой – точки В и С, 
причем треугольник АВС равнобедрен-
ный и его боковая сторона равна 13. Най-
дите третью сторону треугольника АВС. 

64. Найдите площадь равнобедренного 
треугольника, боковые стороны которого 
равны 8, а один из углов равен 45 . 

65. Найдите площадь равнобедренного 
треугольника, если углы при основании  
равны 15 , и одна из его сторон равна 8.  

66. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 12. На одной из них ле-
жит точка С, а на другой – точки А и В, 
причем треугольник АВС равнобедрен-
ный и его боковая сторона равна 13. Най-
дите площадь треугольника АВС. 

67. Отрезок МK с концами на двух сто-
ронах равнобедренного треугольника па-
раллелен третьей стороне и делит площадь 
треугольника пополам. Найдите длину от-
резка МK, если боковые стороны тре-
угольника равны 5, а основание равно 6. 

68. Площадь равнобедренного тре-
угольника АВС ( AB BC ) равна 36. Най-
дите длину стороны АС, если 97BC . 

69. Через середину боковой стороны 
равнобедренного треугольника со сторо-
нами 12, 18, 18 проведена прямая, разби-
вающая треугольник на части, площади 
которых относятся как 1:2. Найдите дли-
ну отрезка этой прямой, заключенного 
внутри треугольника. 

70. (МИЭТ, 2000). Два равнобедрен-
ных треугольника ABC и AMH, располо-
жены так, что стороны АВ и АМ образуют 
угол в 45 . Угол при вершине A  в каж-
дом треугольнике – прямой. Известно, 
что площадь пересечения треугольников 
равна 49, а площадь их объединения рав-
на 213. Найдите площадь каждого из тре-
угольников. 
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71. Дан равнобедренный треугольник 
АВС, 13AB BC   и 10AC  . Парал-
лельно боковым сторонам треугольника 
на одинаковом расстоянии от них прове-
дены прямые. Найдите это расстояние, 
если площадь треугольника, образован-
ного этими прямыми и основанием, ле-
жащим на прямой АС, равна 15. 

72. Дан правильный треугольник АВС 
площади 25. Параллельно его сторонам 
на равном расстоянии от них проведены 
три прямые, пересекающиеся внутри тре-
угольника и образующие в пересечении 
треугольник 1 1 1A B C  площади 4. Найдите 
расстояние между параллельными сторо-
нами треугольников АВС и 1 1 1A B C . 

Произвольный четырехугольник 
73. Продолжения сторон АD и ВС вы-

пуклого четырехугольника ABCD пересе-
каются в точке М, а продолжения сторон 
АВ и CD – в точке О. Отрезок МО пер-
пендикулярен биссектрисе угла АОD. 
Найдите отношение площадей треуголь-
ника АОD и четырехугольника ABCD, 
если 12AO  , 8DO  , 2CD  . 

Параллелограмм 
74. Высота CK параллелограмма ABCD 

равна 12. Найдите диагональ AC, если 
известно, что 13,AD   10,CD   а точка K 
лежит на прямой AB. 

75. В параллелограмме ABCD прове-
дена биссектриса угла А, которая пересе-
кает прямую ВС в точке K. Найдите пе-
риметр параллелограмма, если 5BK  , 

2KC  . 
76. Биссектрисы углов А и В 

параллелограмма ABCD делят сторону 
DС на три равных отрезка. Найдите сто-
роны АВ и ВС параллелограмма, если его 
периметр  равен 80. 

77. (ЕГЭ, 2010). В параллелограмме 
ABCD биссектрисы углов при стороне AD 
делят сторону BC точками M и N так, что 

: 1:5BM MN  . Найдите BC если 3AB  . 

78. (МФТИ). Биссектрисы углов B  и 
C  параллелограмма ABCD пересекаются 
в точке O . Найдите площадь параллело-

грамма, если ,
13
2arcsin2 A  

,102OA  5OD . 
79. На стороне BC параллелограмма 

АВСD выбрана точка E, делящая эту сто-
рону в отношении 3: 4 . Отрезок DE пе-
ресекает диагональ AC в точке F. Какую 
часть площади параллелограмма АВСD 
составляет площадь треугольника AFD? 

80. Дан параллелограмм ABCD. Точка 
М лежит на диагонали BD и делит ее в 
отношении 2:3 . Найдите площадь па-
раллелограмма ABCD, если площадь че-
тырехугольника ABCМ равна 60. 

81. В параллелограмме ABCD один из 
углов равен 45 . Точки E и F являются 
серединами смежных сторон, образую-
щих острый угол. Площадь треугольника, 
отсекаемого прямой EF от параллело-
грамма ABCD, равна S. Найдите площадь 
треугольника, вершинами которого слу-
жат точки E, F и C. 

82. В треугольнике АВС через точку 
М, лежащую на стороне ВС, проведены 
прямые, параллельные сторонам АС и АВ. 
Площадь образовавшегося при этом па-
раллелограмма составляет 5/18  площади 
треугольника АВС. Найдите, в каком от-
ношении точка М делит сторону ВС. 

83. Точки P, R и Q лежат на сторонах 
соответственно EF, FG и EG треугольни-
ка EFG, причем EPRQ – параллелограмм, 
площадь которого составляет 8 / 25  пло-
щади треугольника EFG. Найдите диаго-
наль PQ параллелограмма, если известно, 
что EF =15, EG =10 и ∠FEG = 60°. 

84. (ЕГЭ, 2011). Точки А, В и С лежат 
на сторонах соответственно KL, LM  и 
KM треугольника KLM, причем KABC – 
параллелограмм, площадь которого со-
ставляет 4 / 9  площади треугольника 
KLM. Найдите диагональ AC параллело-
грамма, если известно, что 8KL  , 

12KM   и 
7cos

12
LKM  . 
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85. В треугольник АВС со сторонами 
18AB   и 12BC   вписан параллело-

грамм BKLM, причем точки K, L, M лежат 
на сторонах АВ, АС и ВС соответственно. 
Известно, что площадь параллелограмма 
составляет 4 / 9  площади треугольника 
АВС. Найдите стороны параллелограмма. 

86. Дан параллелограмм со сторонами 
1 и 2 и острым углом 60 . На двух его 
противоположных сторонах как на осно-
ваниях построены вне параллелограмма 
равнобедренные треугольники с углами 

120  при вершинах. Найдите расстояние 
между этими вершинами. 

Ромб 
87. Из вершины тупого угла ромба 

проведены две высоты. Расстояние меж-
ду их концами равно половине диагонали 
ромба. Найдите углы ромба. 

88. Дан ромб со стороной, равной 1, и 

острым углом при вершине, равным 
6


. 

Точка K лежит на стороне ВС, причем 
BK KC . Найдите расстояние от вер-
шины В до прямой АK. 

89. В ромбе ABCD со стороной а и уг-
лом 60  проведены высоты CM  и DK . 
Найдите длину отрезка MK . 

90. Ромб вписан в прямоугольный тре-
угольник с катетами 9 и 12 так, что одна 
из его вершин совпадает с вершиной ост-
рого угла треугольника, а три другие ле-
жат на сторонах треугольника. Найдите 
площадь ромба. 

91. (ФИПИ, 2013). Две стороны тре-
угольника равны 8 и 10, косинус угла 

между ними равен 2
5

. В треугольник 

вписан ромб, имеющий с треугольником 
общий угол (вершина ромба, противопо-
ложная вершина этого угла, лежит на 
третьей стороне треугольника). Найдите 
сторону ромба.  

92. Два ромба ABCD и AMHK, имею-
щие общую вершину А, расположены 
так, что стороны АВ и АМ образуют угол 
в 30 . Известно, что углы при вершине А 
обоих ромбов равна 60 , площадь пере-

сечения ромбов равна 5 3 , а площадь их 
объединения равна 23 3 . Найдите пло-
щадь каждого из ромбов. 

Прямоугольник 

93. В прямоугольнике ABCD 5AB  , 
4.BC   Точка Е на прямой АВ выбрана 

так, что DECAED  . Найдите АЕ. 

94. В равнобедренный прямоугольный 
треугольник вписан прямоугольник так, 
что две его вершины находятся на гипо-
тенузе, а две другие – на катетах. Чему 
равны стороны прямоугольника, если из-
вестно, что они относятся как 5:2, а гипо-
тенуза треугольника равна 45? 

95. В равносторонний треугольник 
АВС вписан прямоугольник PQRS так, 
что основание прямоугольника RS лежит 
на стороне ВС, а вершины P и Q – на сто-
ронах АВ и АС соответственно. В каком 
отношении точка Q должна делить сто-
рону АС, чтобы площадь прямоугольника 

PQRS составляла 
98
45  площади треуголь-

ника АВС? 

96. В треугольнике АВС 13AB BC  , 
10AC  . В треугольник вписан прямо-

угольник так, что две его вершины лежат 
на стороне АС, а две другие – на сторонах 
АВ и ВС. Известно, что одна сторона 
прямоугольника вдвое больше другой. 
Найдите диагональ прямоугольника. 

97. Основание равнобедренного тре-
угольника равно 56, косинус угла при 

вершине равен 
4
5

. Две вершины прямо-

угольника лежат на основании треуголь-
ника, а две другие – на боковых сторонах. 
Найдите площадь треугольника, если из-
вестно, что одна из его сторон вдвое 
больше другой. 

98. В прямоугольнике ABCD со сторо-
нами AB = 4 и BC = 10 на стороне AD 
расположены точки M и N таким обра-
зом, что DM = 4, при этом P – точка пере-
сечения прямых BN и CM. Площадь тре-
угольника MNP равна 1. Найдите длину 
отрезка, соединяющего точки M и N. 
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Квадрат 
99. Точка K делит диагональ АС квад-

рата ABCD в отношении 1:3. Прямые ВK 
и СD пересекаются в точке Р. Найдите 
площадь треугольника KРС, если сторона 
квадрата равна 4. 

100. (МИОО, 2010). Прямая, прове-
денная через середину стороны AB квад-
рата ABCD, пересекает прямые CD и AD в 
точках M и T соответственно и образует с 
прямой AB угол, тангенс которого равен 
4. Найдите площадь треугольника BMT, 
если сторона квадрата АВСD равна 8.  

101. Через вершину С квадрата АВСD 
проведена прямая, пересекающая диаго-
наль ВD в точке K, а серединный перпен-
дикуляр к стороне АВ – в точке М. Най-
дите DCK , если AKB AMB  . 

102. Дан квадрат ABCD. В плоскости 
квадрата взята точка M, такая, что 

CMBM   и  75AMB . Найдите вели-
чину угла ВМС. 

103. Все вершины квадрата лежат на 
сторонах равнобедренного треугольника 
АВС, основание АС которого равно 12, а 
боковая сторона АВ равна 10. Найдите 
сторону квадрата. 

104. Две стороны треугольника равны 
10 и 13, косинус угла между ними равен 
5

13
. Найдите сторону квадрата, все вер-

шины которого расположены на сторонах 
треугольника. 

105. В треугольник с основанием, рав-
ным а, вписан квадрат, одна из сторон 
которого лежит на основании треуголь-
ника. Площадь квадрата составляет 1 / 6  
часть площади треугольника. Определите 
сторону квадрата. 

106. На стороне BC квадрата ABCD по-
строен равносторонний треугольник BCP. 
Найти высоту треугольника APD, прове-
денную из вершины A, если известно, что 
сторона квадрата равна 2. 

107. На стороне CD квадрата ABCD 
построен равносторонний треугольник 
CPD. Найдите высоту треугольника ABP, 
проведенную из вершины A, если извест-
но, что сторона равна 4. 

108. На стороне CD квадрата ABCD 
построен равнобедренный прямоуголь-
ный треугольник CPD с гипотенузой CD. 
Найдите высоту треугольника АBР, про-
веденную из вершины А, если известно, 
что сторона квадрата равна 1. 

109. (МИЭТ, 2000). Два квадрата 
ABCD и AMHK, расположены так, что 
стороны АВ и АМ образуют угол в 45 . 
Известно, что площадь пересечения 
квадратов равна 8,5, а площадь их объе-
динения равна 34,5. Найдите площадь 
каждого из квадратов. 

Трапеция 

Линейные и угловые элементы 
 трапеции 

110. Основания трапеции равны а и b. 
Найдите длину отрезка, высекаемого диа-
гоналями на средней линии. 

111. Боковые стороны АВ и CD трапе-
ции ABCD равны 12 и 16 соответственно. 
Отрезок, соединяющий середины диаго-
налей, равен 6. Средняя линия трапеции 
равна 9. Прямые АВ и CD пересекаются в 
точке М. Найдите длину медианы МK в 
треугольнике ВМС. 

112. Вычислите периметр трапеции, 
боковые стороны которой 40 и 25, высота 
24, а одно из оснований равно 10. 

113. Боковая сторона неравнобедрен-
ной трапеции равна 12 и образует с ее 
основанием угол 60 . Основания трапе-
ции равны 16 и 40. Найдите длину отрез-
ка, соединяющего середины оснований. 

114. Дана трапеция ABCD с боковыми 
сторонами ,27AB  28CD  и основа-
нием 5BC . Известно, что 

7
2cos BCD . Найдите диагональ АС. 

115. В трапеции ABCD основание ВС 
равно 10, боковые стороны АВ и CD рав-
ны 15 и 13 соответственно. Найдите дли-
ну основания AD, если известно, что си-

нус угла BCD равен 
12
13

. 
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116. (МГУ, 1995; ЕГЭ 2011). В трапе-
ции KLMN известны боковые стороны 

36KL  , 34MN  , верхнее основание 

10LM   и 
3
1)cos( KLM . Найдите диа-

гональ LN. 

117. В равнобедренной трапеции 
ABCD )||( BCAD  расстояние от вершины 
A  до прямой CD равно длине боковой 
стороны. Найдите углы трапеции, если 

: 5AD BC  . 

Площадь трапеции 
118. Известно, что высота трапеции 

равна 15, а диагонали трапеции равны 17 
и 113. Чему равна ее площадь? 

119. Диагональ равнобедренной тра-
пеции равна 5, а площадь равна 12. Най-
дите высоту трапеции. 

120. В трапеции ABCD основание 
10BC  , а боковые стороны 30AB  и 
25CD  диагонали пересекаются в точке 

О. Высота трапеции равна 24. Найдите 
площадь треугольника АОВ. 

121. Диагонали трапеции АС и BD 
трапеции ABCD пересекаются в точке Е. 
Найдите площадь трапеции, если пло-
щадь треугольника АЕD равна 16, а точка 
Е делит одну из диагоналей в отношении 
1:4. 

122. Площадь трапеции ABCD равна 
72, а одно из оснований трапеции вдвое 
больше другого. Диагонали пересекаются 
в точке O; отрезки, соединяющие середи-
ну P основания AD с вершинами B и C, 
пересекаются с диагоналями трапеции в 
точках M и N соответственно. Найдите 
площадь четырехугольника OMPN. 

123. Площадь трапеции ABCD равна 
240. Диагонали пересекаются в точке O, 
отрезки, соединяющие середину P осно-
вания AD с вершинами B и C, пересека-
ются с диагоналями трапеции в точках M 
и N. Найдите площадь четырёхугольника 
OMPN, если одно из оснований трапеции 
втрое больше другого. 

124. Площадь трапеции ABCD равна 
810. Диагонали пересекаются в точке О. 
Отрезки, соединяющие середину Р осно-

вания AD с вершинами В и С, пересека-
ются с диагоналями трапеции в точках М 
и N. Найдите площадь треугольника 
MОN, если одно из оснований трапеции 
вдвое больше другого. 

125. Прямая, параллельная боковой 
стороне трапеции, отсекает от нее ромб. 
Площади полученных фигур относятся 
как 4:5. Найдите, какую часть составляет 
сторона ромба от средней линии трапе-
ции. 

126. Площадь равнобедренной трапе-
ции равна 3 . Угол между диагональю и 
основанием на 20 градусов больше угла 
между диагональю и боковой стороной. 
Найдите острый угол трапеции, если ее 
диагональ равна 2. 

127. На боковых сторонах АВ и CD 
трапеции с основаниями AD и ВС отме-
чены точки Р и Q соответственно, причем  
PQ || AD. Прямая PQ разбивает трапецию 
на две трапеции, площади которых отно-
сятся как 1 : 2. Найдите PQ, если AD = а и 
ВС = b. 

128. Основания трапеции равны 12 и 
24. Прямая, параллельная основаниям, 
разбивает трапецию на две трапеции, 
площади которых относятся как 1:2. Най-
дите длину отрезка этой прямой, заклю-
ченного внутри трапеции. 

129. В равнобокой трапеции ABCD ос-
нования AD и ВС равны 20 и 8 соответст-
венно, а боковая сторона равна 10. Через 
вершину А проведена прямая, делящая 
площадь трапеции в отношении 1:3 и пе-
ресекающая прямую ВС в точке K. Най-
дите длину отрезка KС. 

130. В равнобедренной трапеции 
ABCD заданы основания 9AD  и 3BC  . 
Биссектриса одного из углов трапеции 
пересекает сторону CD в точке K, при 
этом : 2:1CK KD . Найдите площадь 
трапеции. 

131. В прямоугольной трапеции ABCD 
заданы основания 8AD  и 2BC  . Бис-
сектриса прямого угла трапеции пересе-
кает сторону CD в точке K, при этом 
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: 1:2CK KD . Найдите площадь трапе-
ции. 

132. Дана трапеция ABCD, диагонали 
АС и BD которой пересекаются под пря-
мым углом, а продолжения боковых сто-
рон АВ и DC пересекаются в точке K  под 
углом .30  Известно, что ,BAC CDB    
а площадь трапеции равна S. Найдите 
площадь треугольника AKD. 

133. Площадь трапеции ABCD равна S, 
отношение оснований ;3: BCAD  на 
прямой, пересекающей продолжение ос-
нования AD за точку D, расположен отре-
зок EF так, что DFAE || , CFBE ||  и 

: : 2.AE DF CF BE   Найдите площадь 
треугольника EFD. 

134. В трапеции ABCD дано: 
AB BC CD a   , 2DA a . На прямых 
АВ и AD взяты точки Е и F, отличные от 
вершин трапеции, так, что точка пересе-
чения высот треугольника CEF совпадает 
с точкой пересечения диагоналей трапе-
ции ABCD. Найдите площадь треуголь-
ника CEF. 

135. В равнобедренной трапеции 
ABCD диагональ АС перпендикулярна к 
боковой стороне CD. Найдите ВС, если 

известно, что AD a , 
10

9
aAB BC  . 

136. В трапеции основания равны a и 
b, диагонали перпендикулярны, а угол 
между боковыми сторонами равен  . 
Найдите площадь трапеции.  

Многоугольник 
137. ABCDE – правильный пятиуголь-

ник. Точка М такая, что треугольник 
DEM – равносторонний. Найдите угол 
АМС. 

138. (ЕГЭ, 2011). Через вершину А 
правильного шестиугольника ABCDEF 
проведена прямая, пересекающая диаго-
наль CF в точке K. Известно, что эта 
прямая разбивает шестиугольник на час-
ти, площади которых относятся как 1:8. 
Найдите отношение : .CK KF  

139. Через вершину С правильного 
шестиугольника ABCDEF проведена 
прямая, пересекающая прямую AD в точ-

ке Q. Известно, что эта прямая разбивает 
шестиугольник на части, площади кото-
рых относятся как 5:13. Найдите отноше-
ние : .AQ QD  

Окружность и круг 
140. Радиус окружности равен 1. Най-

дите величину вписанного угла, опираю-
щегося на хорду, равную 3 . Ответ дай-
те в градусах. 

141. Под каким углом видна из точек 
окружности хорда, равная радиусу? 

142. Площадь круга, ограниченного 
некоторой окружностью, равна 12π, АС – 
диаметр этой окружности, точка О – ее 
центр. Точка В лежит на окружности, 
причем площадь треугольника АОВ равна 
3. Найдите величину угла САВ. 

143. Пусть АВ и АС – равные хорды, 
градусная мера дуги ВС, не содержащей 
точки А, равна 200 .  MN – отрезок, каса-
тельной к окружности, проходящей через 
точку А. Найдите углы МАВ и NAC. 

144. Длина окружности равна 20π. 
Диаметр АВ и хорда CD лежат на парал-
лельных прямых. Расстояние между ука-
занными прямыми равно 19 . Найдите 
длину хорды ВС.  

145. Длина окружности равна 10π, АС 
– диаметр этой окружности. Точка В ле-
жит на окружности, причем площадь 
треугольника АВС равна 15. Найдите ве-
личину угла САВ. 

146. Хорда АВ равна 13, а хорда АС 
равна 7. Найдите длину отрезка ВС, если 

радиус окружности равен 
13 3

3
. 

147. На окружности радиуса 3R   
последовательно поставлены точки K, M, 
N и P так, что дуги 40KM    и 

100 ,NM    а хорды KN и MP пересекают-
ся под углом 70 . Найдите длину наи-
большей стороны четырехугольника 
KMNP. 

148. Дана окружность радиуса 25. 
Точка М – середина радиуса ОK. Хорда 
АС перпендикулярна радиусу ОK, В – 
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точка их пересечения. Найти расстояние 
ВМ, если известно, что 6AB BK  . 

149. В окружности радиуса 6  прове-
дены хорда MN и диаметр МР. В точке N 
проведена касательная к окружности, ко-
торая пересекает продолжение диаметра 
МР в точке Q под углом 60 . Найдите 
медиану QD треугольника MQN. 

150. (МГУ, 1998). В окружности про-
ведены хорды KL, MN, PS. Хорды KL, PS 
пересекаются в точке С, хорды KL, MN 
пересекаются в точке А, хорды MN и PS 
пересекаются в точке В, причем CKAL  , 

BNAM  , 5BS , 4BC . Найдите ради-
ус окружности, если величина угла ВАС 
равна 45 . 

151. (МИОО, 2011). Точка M лежит на 
отрезке AB. На окружности с диаметром 
AB взята точка C, удаленная от точек A, 
M и B на расстояния 20, 14 и 15 соответ-
ственно. Найдите площадь треугольника 
BMC. 

152. Площадь круга с центром в точке 
О равна 144π. Точки А и В расположены 
на расстоянии 12,5 и 26 соответственно 
от точки О. Длина хорды, лежащей на 
прямой АВ, равна 4 11 . Найдите пло-
щадь треугольника АОВ. 

153. По одну сторону от прямой l ле-
жат точки A и B на расстоянии 1 и 5 от 
прямой, 2 5AB  . Найдите радиус ок-
ружности, касающейся прямой l и прохо-
дящей через точки A и B. 

154. В системе координат задана точка 
( ; )M x y , 0x  , 0y  . Дана окружность с 

центром в точке М радиуса r, причем лю-
бая точка окружности имеет положи-
тельные координаты. Прямая, проходя-
щая через точку (0;0)O  и через точку М, 
пересекает окружность в точках K и Р, 
причем ордината точки K меньше, чем 
ордината точки Р. Прямая, которая каса-
ется окружности в точке K, пересекает 
прямые 0x   и 0y   в точках А и В. 
Найдите площадь треугольника ОKВ. 

Угол и окружность 
155. Один из смежных углов с верши-

ной А вдвое больше другого. В эти углы 
вписаны окружности с центрами 1O  и 2O . 
Найдите углы треугольника 1 2O AO , если 
отношение радиусов окружностей равно 

3 . 
156. Расстояния от точки M, располо-

женной внутри прямого угла, до сторон 
угла равны 2 и 5. Найдите радиус окруж-
ности, вписанной в этот угол и проходя-
щей через точку M. 

157. Расстояния от точки М, располо-
женной внутри прямого угла, до сторон 
угла равны 1 и 3. Найдите радиус окруж-
ности, вписанной в этот угол и проходя-
щей через точку М. 

158. Расстояния от точки М, располо-
женной внутри угла, равного 60 , до 
сторон угла равны 1 и 3. Найдите радиус 
окружности, вписанной в этот угол и 
проходящей через точку М. 

159. Через точку М проведены две 
прямые. Одна из них касается некоторой 
окружности в точке А, а вторая пересека-
ет эту окружность в точках В и С, причем 

7BC  и 9BM . Найдите АМ. 

160. На стороне АС угла АСВ, равного 
45 , взята такая точка D, что 

2CD AD  . Найдите радиус окружно-
сти, проходящей через точки А, D и ка-
сающейся прямой ВС. 

Произвольный треугольник  
и окружность 

161. В треугольник АВС вписана ок-
ружность. Точка касания окружности 
стороны АС делит ее на отрезки с длина-
ми 6 и 4. Периметр треугольника равен 
24. Найдите синус угла ВАС. 

162. Дан треугольник АВС, для кото-
рого 5AB  , 8BC  . В треугольник впи-
сана окружность, касающаяся стороны 
ВС в точке Р. Известно, что 3BР  . Най-
дите площадь треугольника ВМР, где М – 
точка касания окружности со стороной 
треугольника АВС.  
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163. К окружности, вписанной в тре-
угольник с периметром 18, проведена ка-
сательная параллельно основанию тре-
угольника. Отрезок касательной между 
боковыми сторонами равен 2. Найдите 
основание треугольника. 

164. В треугольнике АВС 21AB , 
15BC , BD – биссектриса. Найдите ра-

диус окружности, вписанной в треуголь-

ник ABD, если 
7
5cos BAC . 

165. Радиус окружности, вписанной в 
треугольник FGH, площадь которого 
равна 210, в три раза меньше высоты, 
проведенной из вершины F. Известно, 
что 28GH  . Найдите сторону FH. 

166. Окружность, вписанная в тре-
угольник АВС, площадь которого равна 
150, касается средней линии, параллель-
ной стороне ВС. Известно, что 15BC  . 
Найдите сторону АВ. 

167. (ЕГЭ, 2010). В треугольнике АВС 
7AB  , 9BC  , 4CA  . Точка ܦ лежит 

на прямой BC  так, что : 1:5BD DC  . 
Окружности, вписанные в каждый из 
треугольников ADC и ADB, касаются 
стороны AD в точках E и F. Найти длину 
отрезка EF. 

168. Стороны AB и BC треугольника 
ABC равны соответственно 26 и 14,5, а 
его высота BD равна 10. Найдите рас-
стояние между центрами окружностей, 
вписанных в треугольники ABD и BCD. 

169. Дан треугольник АВС, в котором 
1arccos
2

ABС  . В треугольник вписана 

окружность, которая касается сторон АС, 
ВС и АВ в точках K, Т и М соответствен-
но. Прямая АТ пересекает окружность в 
точке L, причем 2AL  . Найдите пло-
щадь треугольника, одна из сторон кото-
рого АТ, а другая содержит точку касания 
окружностью треугольника АВС, если 

4.AK   
170. (МГУ, 1996). Касательная, прове-

денная через вершину М вписанного в ок-
ружность треугольника KLM, пересекает 
продолжение стороны KL за вершину L в 
точке N. Известно, что радиус окружности 
равен 2, 8KM  и  KMLMNK

4 LKM  . Найдите длину касательной 
MN. 

171. (МГУ, 1996). Касательная, прове-
денная через вершину С вписанного в 
окружность треугольника АВС, пересека-
ет продолжение стороны АВ за вершину 
В в точке D. Известно, что радиус окруж-
ности равен 2, 12AC  и 

BACACBCDA  2 . Найдите дли-
ну секущей AD. 

172. Около треугольника ABC описана 
окружность с центром О. Найти величину 
угла ACB, если угол ОСB равен 15°, а 
угол АОС равен 50°. 

173. Угол между радиусом АО окруж-
ности, описанной около треугольника 
АВС и стороной АС равен 45 . Найдите 
угол А треугольника АВС, если угол С 
равен 25 . 

174. Около треугольника АВС описана 
окружность с центром О, угол АОС равен 
100 . В треугольник АВС вписана окруж-
ность с центром М. Найдите угол АМС. 

175. Высоты треугольника АВС пере-
секаются в точке Н. Известно, что отре-
зок СН равен 2R , где R  – радиус ок-
ружности, описанной около треугольни-
ка. Найдите угол АСВ. 

176. В треугольнике АВС с углом 
,60ABC  биссектриса угла А пересе-

кает ВС в точке М. На стороне АС взята 
точка K так, что  30AMK . Найдите 

OKC , где О – центр окружности, опи-
санной около треугольника АМС. 

177. Две прямые пересекаются под уг-
лом 30 . От точки пересечения А на од-
ной из прямых отложен отрезок 1AВ  , 
на другой прямой отложен отрезок 

3AС  . Найдите длину радиуса окруж-
ности, описанной около треугольника 
АВС.  

178. Треугольник АВС вписан в ок-
ружность радиуса 10. Известно, что 

4AB   и 5BC  . Найдите АС. 

179. В треугольнике АВС сторона 
6AB  , 30BAC   , радиус описанной 

окружности равен 5. Найдите сторону 
АС.  
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180. В треугольнике АВС сторона 
24AB  , 60BAC   , радиус описанной 

окружности равен 13. Найдите сторону АС. 
181. (МИОО, 2010). Радиус окружно-

сти, описанной около треугольника АВС, 
равен 13; высота, проведенная к стороне 

ВС, равна 5; 5cos
13

BAC  . Найдите 

длину той хорды АМ описанной окружно-
сти, которая делится пополам стороной ВС. 

182. В треугольнике АВС проведены 
высоты ВМ и CN, О – центр вписанной 
окружности. Известно, что ,24BC  

12MN . Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника ВОС. 

183. (ЕГЭ, 2012). Продолжение бис-
сектрисы CD неравнобедренного тре-
угольника АВС пересекает окружность, 
описанную около этого треугольника, в 
точке Е. Окружность, описанная около 
треугольника ADE, пересекает прямую 
АС в точке F, отличной от А. Найдите ра-
диус окружности, описанной около тре-
угольника АВС, если 8AC  , 3AF  , 
угол ВАС равен 45 . 

184. Точки М и N лежат на стороне АС 
треугольника АВС на расстояниях соот-
ветственно 2 и 6 от вершины А. Найдите 
радиус окружности, проходящей через М 
и N и касающейся прямой АВ, если угол 
ВАС равен 30 . 

185. (МИОО, 2012). Дан треугольник 
АВС со сторонами 15,AB   9AC   и 

12BC  . На стороне ВС взята точка D, а 
на отрезке AD – точка О, причем 4СD   и 

3AO OD  . Окружность с центром О 
проходит через точку С. Найдите рас-
стояние от точки С до точки пересечения 
этой окружности с прямой АВ. 

186. (ЕГЭ, 2012). В треугольнике АВС 
известны стороны 7AB  , 8BC  , 

9AC  . Окружность, проходящая через 
точки А и С, пересекает прямые ВА и ВС 
соответственно в точках K и L, отличных 
от вершин треугольника. Отрезок KL ка-
сается окружности, вписанной в тре-
угольник АВС. Найдите длину отрезка 
KL. 

187. На стороне АВ треугольника АВС, 
как на диаметре построена полуокруж-
ность S, которая пересекает прямые АС и 
ВС в точках 1B  и 1A  соответственно. 
Найдите радиус полуокружности S, если 
известно, что 1 8A C  , 1 7B C  , а пло-
щадь треугольника 1 1A B C  равна 14 3 . 

188. Угол С треугольника АВС равен 
60 , D – отличная от А точка пересечения 
окружностей, построенных на сторонах 
АВ и АС как на диаметрах. Известно, что 

: 1:3DB DC  . Найдите угол А. 

189. В треугольнике АВС на стороне  
АВ = 9 взята точка D такая, что AD : DB = 
= 1 : 8. Известно, что 60BAC   . Най-
дите АС, если известно, что окружность, 
проходящая через точки B и D и касаю-
щаяся прямой АС, касается также прямой 
ВС. 

190. В треугольнике АВС на стороне 
АВ взята точка D так, что : 1:8.AD BD   
Известно, что ,9BC   а 60BAC   . 
Какую длину может иметь сторона АС, 
если окружность, проходящая через точ-
ки В и D, касается прямых ВС и АС? 

191. Через одну и ту же точку окруж-
ности проведены хорды, равные а и b. 
Если соединить их концы, то получится 
треугольник площади S. Найдите радиус 
окружности. 

Равнобедренный треугольник 
и окружность 

192. Окружность описана около рав-
ностороннего треугольника АВС. На дуге 
ВС, не содержащей точку А, расположена 
точка М, делящая градусную меру этой 
дуги в отношении 2:1 . Найдите углы 
треугольника АМВ. 

193. Треугольник АВС равнобедрен-
ный. Радиус ОА описанного круга обра-
зует с основанием АС угол ОАС, равный 

.20  Найдите угол ВАС. 

194. В окружность радиуса 5 вписан 
равнобедренный треугольник, сумма ос-
нования и высоты которого равна 16. 
Найдите высоту треугольника. 
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195. Длина окружности, описанной 
около равнобедренного треугольника, 
равна 20 . Найдите площадь этого тре-
угольника, если его основание равно 12. 

196. Равносторонний треугольник АВС 
со стороной 3 вписан в окружность. Точ-
ка D лежит на окружности, причем хорда 
АD равна 3 . Найдите хорды ВD и СD. 

197. Окружность, вписанная в равно-
бедренный треугольник АВС, касается 
его боковых сторон АС и ВС в точках M и 
N. Найдите АВ, если 8AC  и 3MN . 

198. В равнобедренный треугольник с 
основанием 24 и боковой стороной 20 
вписана окружность. Найдите длину от-
резка, заключенного между двумя сторо-
нами треугольника, параллельного треть-
ей стороне и касающегося окружности. 

199. (ЕГЭ, 2011). Прямая, перпенди-
кулярная боковой стороне равнобедрен-
ного треугольника, отсекает от него че-
тырехугольник, в который можно вписать 
окружность. Найдите радиус окружности, 
если отрезок прямой, заключенный внут-
ри треугольника, равен 6, а отношение 
боковой стороны треугольника к его ос-

нованию равно 
5
6

. 

200. Отношение высоты равнобедрен-
ного треугольника, опущенной на боко-
вую сторону, к другой высоте этого тре-
угольника равно 1,2. Прямая, перпенди-
кулярная боковой стороне треугольника, 
отсекает от него четырехугольник так, 
что отрезок этой прямой, заключенный 
между сторонами треугольника, равен 12, 
и в полученный четырехугольник можно 
вписать окружность. Найдите радиус 
этой окружности. 

201. Прямая, перпендикулярная боко-
вой стороне равнобедренного треуголь-
ника со сторонами 25, 25 и 14, отсекает 
от него четырехугольник, в который 
можно вписать окружность. Найдите 
площадь этого четырехугольника. 

202. В треугольнике АВС 
10AB BC  , 12AC  . В треугольник 

вписана окружность. Касательная к этой 

окружности, параллельная высоте BD, 
пересекает стороны треугольника в 
точках F и E. Найдите длину радиуса 
окружности, описанной около 
треугольника CFE. 

203. Найдите величину угла при осно-
вании равнобедренного треугольника, 
если отношение радиусов вписанной и 
описанной окружностей равно 4 / 9 . 

204. Найдите величину угла при осно-
вании равнобедренного треугольника, 
если отношение радиусов вписанной и 
описанной окружностей равно k . 

205. В треугольнике АВС стороны АВ 

и ВС равны, синус угла В равен 120
169

, а 

радиус вписанной окружности равен 169. 
Найдите радиус описанной окружности. 

206. В треугольнике АВС стороны АВ 

и ВС равны, синус угла В равен 
120
169

, а 

радиус описанной окружности равен 169. 
Найдите радиус вписанной окружности. 

207. Радиус описанной около равно-
бедренного треугольника окружности ра-
вен 25, а вписанной в него окружности – 
12. Найдите стороны треугольника.  

208. (ЕГЭ, 2012). В каком отношении 
точка касания вписанной в равнобедрен-
ный треугольник окружности делит его 
боковую сторону (считая от вершины), ес-
ли известно, что отношение радиусов его 
вписанной окружности и окружности, ка-
сающейся стороны треугольника и продол-
жений двух других сторон, равно 2 / 7 ? 

209. (ЕГЭ, 2012). Найдите угол при 
основании равнобедренного треугольни-
ка если известно, что отношение радиу-
сов его вписанной окружности и окруж-
ности, касающейся стороны треугольника 
и продолжении двух других его сторон, 
равно 2 / 5 . 

210. В равнобедренном треугольнике 
боковая сторона равна 10, а основание 
равно 12. Окружность с центром на сто-
роне треугольника касается двух других 
его сторон. Найдите радиус окружности. 
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211. На боковой стороне равнобедрен-
ного треугольника как на диаметре по-
строена окружность, делящая вторую бо-
ковую сторону на отрезки, равные 1 и 2. 
Найдите основание треугольника. 

212. На боковой стороне равнобедрен-
ного треугольника как на диаметре по-
строена окружность, делящая вторую бо-
ковую сторону на отрезки, равные а и b. 
Найдите основание треугольника. 

213. В треугольнике АВС 5AC BC   
и 120C   . Точка K лежит на стороне 
АВ и делит ее в отношении : 1: 4AK KB  . 
Найдите радиус окружности, касающейся 
прямых АС и ВС и проходящей через 
точку K. 

214. В равнобедренном треугольнике 
АВС на основании АС взята точка М так, 
что AM a , MC b . В треугольники 
АВМ и СВМ вписаны окружности. Най-
дите расстояние между точками касания 
этих окружностей со стороной ВМ. 

215. Вершину правильного треуголь-
ника соединили отрезком с точкой, де-
лящей противоположную сторону в от-
ношении 3:5. В образовавшиеся при этом 
два треугольника вписали круги, пло-
щадь одного из которых равна 36. Найди-
те площадь второго круга. 

216. В равнобедренном треугольнике с 
углом 120  радиус вписанной окружно-
сти равен R . Внутри треугольника рас-
положены два равных, касающихся друг 
друга круга, каждый из которых касается 
одной боковой стороны треугольника и 
вписанной в треугольник окружности. 
Найдите радиусы этих кругов. 

217. Дан треугольник со сторонами 26, 
26 и 20. Внутри него расположены две 
равные касающиеся окружности, каждая 
из которых касается двух сторон тре-
угольника. Найдите радиусы окружно-
стей. 

218. (Юг, пробный ЕГЭ, 2012). Ради-
ус окружности, вписанной в равнобед-
ренный треугольник равен 150 см, а ко-
синус угла при его основании равен 7 /8 . 
Найдите радиус окружности, касающейся 
вписанной окружности этого треугольни-
ка и двух его сторон. 

219. (ЕГЭ, 2012). Найдите косинус уг-
ла при основании равнобедренного тре-
угольника, если известно, что радиус его 
вписанной окружности в 6 раз меньше 
радиуса окружности, касающейся сторо-
ны и продолжений двух других сторон 
треугольника. 

220. Одна окружность описана около 
равностороннего треугольника АВС, а 
вторая вписана в угол A  и касается пер-
вой окружности. Найдите отношение ра-
диусов окружностей. 

221. В равнобедренный треугольник с 
основанием 10 и боковой стороной 13 
вписана окружность. Вторая окружность 
касается двух сторон треугольника и пер-
вой окружности. Найдите радиус второй 
окружности.  

222. Вершина равнобедренного тре-
угольника с боковой стороной 25 и осно-
ванием 48 служит центром данной ок-
ружности радиуса 3. Найдите радиус ок-
ружности, касающейся данной и прохо-
дящей через концы основания треуголь-
ника. 

223. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 4. На одной из них лежит 
точка C, а на другой – точки A и B, при-
чем треугольник АВС – остроугольный и 
равнобедренный и его боковая сторона 
равна 5. Найдите радиус окружности, 
вписанной в треугольник ABC. 

224. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 12. На одной из них ле-
жит точка С, а на другой – точки А и В, 
причем треугольник АВС – равнобедрен-
ный и его боковая сторона равна 13. Най-
дите радиус окружности, вписанной в 
треугольник АВС. 

225. (Москва, репетиционный экза-
мен, 2012). Расстояние между параллель-
ными прямыми равно 24. На одной из 
них лежит точка С, а на другой – точки А 
и В, причем треугольник АВС – остро-
угольный равнобедренный и его боковая 
сторона равна 25. Найдите радиус ок-
ружности, описанной около треугольника 
АВС. 
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226. (МИОО, 2011) Расстояние между 
параллельными прямыми равно 6. На од-
ной из них лежит вершина C, на другой – 
основание AB равнобедренного треуголь-
ника ABC. Известно, что AB = 16. Найдите 
расстояние между центрами окружностей, 
одна из которых вписана в треугольник 
ABC, а вторая касается данных параллель-
ных прямых и боковой стороны треуголь-
ника ABC. 

227. Высота равнобедренного тре-
угольника, опущенная на основание, рав-
на 45, точка касания вписанной окружно-
сти с боковой стороной делит эту сторо-
ну в отношении 8 : 9, считая от основа-
ния. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся стороны треугольника и про-
должений двух других его сторон. 

228. Высота равнобедренного тре-
угольника, опущенная на основание, рав-
на 9, а радиус вписанной в треугольник 
окружности равен 4. Найдите радиус ок-
ружности, касающейся стороны тре-
угольника и продолжении двух его сто-
рон. 

229. Дан равнобедренный треугольник 
ABC ( )AB BC . В точке M к окружности, 
вписанной в треугольник, проведена ка-
сательная, перпендикулярная к стороне 
BC. D – точка пересечения касательной 
со стороной BC. Определите площадь 
треугольника ABC, если радиус вписан-
ной окружности равен r , а площадь тре-
угольника MBD равна S. 

230. Около равнобедренного треуголь-
ника АВС ( )AC BC  описана окруж-
ность радиуса R. Угол С треугольника 

имеет величину 
2
    

 
. Точка Е – се-

редина дуги ВС описанной окружности. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
внешним образом описанной окружности 
в точке Е и прямой АВ. 

Четырехугольник и окружность 
231. Длины соседних сторон, вписан-

ного в окружность, четырехугольника 
отличаются на 1. Длина наименьшей из 
них также равна 1. Найдите радиус ок-
ружности. 

232. Четырехугольник KLMN вписан в 
окружность, его диагонали KМ и LN пе-
ресекаются в точке F, причем 8KL  , 

4MN  , периметр треугольника MNF 
равен 9, площадь треугольника KLF рав-
на 3 15 . Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника KNF. 

233. Четырехугольник ABCD описан 
около окружности и вписан в другую ок-
ружность. Прямые AD и BC пересекаются 
в точке M. Найдите периметр треуголь-
ника ABM, если известно, что AB a  и 
CD b . 

234. (Санкт-Петербург, репетицион-
ный экзамен, 2011). Четырехугольник 
ABCD описан около окружности и вписан 
в окружность. Прямые АВ и DС пересе-
каются в точке М. Найдите площадь че-
тырехугольника, если известно, что 

AMD   и радиусы окружностей, впи-
санных в треугольники ВМС и AМD, рав-
ны соответственно r  и R . 

235. Четырехугольник KLMN описан 
около окружности и вписан в окруж-
ность. Прямые KL и NM пересекаются в 
точке P. Найдите площадь треугольника 
KPN, если известно, что KPN    и ра-
диусы окружностей, вписанных в тре-
угольники KPN и LPM, равны соответст-
венно r  и R . 

Параллелограмм и окружность 
236. В параллелограмме ABCD угол 

ACD равен 30 . Известно, что центры 
окружностей, описанных около тре-
угольников ABD и BCD, расположены на 
диагонали АС. Найдите угол ABD. 

237. (МИОО, 2010). Дан параллело-
грамм ABCD, ,2AB  5BC  , .60A  
Окружность с центром в точке О касается 
биссектрисы угла D и двух сторон парал-
лелограмма, исходящих из вершины од-
ного его острого угла. Найти площадь 
четырехугольника ABOD. 

238. В параллелограмме острый угол 
равен 60 , периметр равен 30, а площадь 
равна 28 3 . Найдите радиус окружно-
сти, касающейся двух сторон и диагонали 
параллелограмма.  
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239. В параллелограмме ABCD 
диагонали пересекаются в точке О, длина 
диагонали BD равна 12. Расстояние 
между центрами окружностей, 
описанных около треугольников AOD и 
COD равно 16. Радиус окружности, 
описанной около треугольника АОВ, 
равен 5. Найдите площадь параллелог-
рамма ABCD. 

240. В параллелограмме ABCD 2AB  , 
4BC  . Площадь параллелограмма равна 

4 3 . Круг с центром в точке А касается 
прямой BD. Найдите площадь части кру-
га, расположенной внутри параллело-
грамма. 

241. (МГУ). В параллелограмме ABCD 
угол BCD равен 150 , а сторона AD равна 
8. Найдите радиус окружности, касаю-
щейся прямой CD и проходящей через 
вершину А, а также пересекающей сторо-
ну AD на расстоянии 2 от точки D. 

242. В параллелограмме ABCD извест-
ны стороны AB a , BC b  и ABC  . 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей, описанных около треуголь-
ников BCD и DАВ. 

243. Длины сторон параллелограмма а 
и b ( )a b  острый угол равен  . Найди-
те радиус окружности, проходящей через 
вершину одного из острых углов и ка-
сающейся двух несмежных с ней сторон 
параллелограмма или их продолжений. 

Ромб и окружность 

244. В ромб ABCD с острым углом 60  
вписана окружность с центром О. Н –
точка пересечения высот треугольника 
АВС. Найдите сторону ромба, если 

1OH  . 

245. В параллелограмме ABCD диаго-
нали перпендикулярны, острый угол ра-
вен 60 . Найдите расстояние от центра 
описанной около треугольника АВС ок-
ружности до центра окружности, вписан-
ной в параллелограмм ABCD, если 

2 3AB . 

246. Дан ромб ABCD с диагоналями 
24AC   и 10BD  . Проведена окруж-

ность радиуса 5 2
2

с центром в точке пе-

ресечения диагоналей ромба. Прямая, 
проходящая через вершину B касается 
этой окружности и пересекает прямую 
CD в точке M. Найдите CM. 

247. Окружность касается двух сосед-
них сторон ромба со стороной 10 и 
меньшей диагональю 12. Вершина ромба 
лежит на прямой, проходящей через 
центр окружности и точку касания. Най-
дите радиус окружности. 

248. Две стороны треугольника равны 
7 и 8, угол между ними равен 120 . В 
треугольник вписан ромб, имеющий с 
треугольником общий острый угол (вер-
шина ромба, противоположная вершина 
этого угла, лежит на третьей стороне тре-
угольника). Найдите радиус окружности, 
вписанной в ромб.  

Прямоугольник и окружность 
249. Окружность с диаметром, равным 

10 проходит через соседние вершины A и 
B прямоугольника ABCD. Длина каса-
тельной, проведенной к окружности из 
точки C, равна 3. Найдите длину стороны 

,BC  если известно, что .1AB  
250. Окружность проходит через со-

седние вершины М и N прямоугольника 
MNPQ. Длина касательной, проведенной 
из точки Q к окружности, равна 1, 

2PQ  . Найдите площадь прямоуголь-
ника MNPQ, если диаметр окружности 
равен 5.  

251. (Тренировочная работа МИОО, 
22.11.2012). Дан прямоугольник KLMN со 
сторонами 11KN  , 8MN  . Прямая, 
проходящая через вершину М, касается 
окружности с центром K радиуса 4 и пе-
ресекается с прямой KN в точке Q. Най-
дите QK. 

252. Дан прямоугольник ABCD со сто-
ронами AB = 9, BC = 12 и окружность S 
радиуса 2 с центром O на стороне AB,  
проходящая через вершину A. Найдите 
радиус окружности, касающейся внеш-
ним образом окружности S, содержащей-
ся внутри прямоугольника и касающейся 
двух его соседних сторон. 
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253. В окружность вписан прямо-
угольник ABCD, сторона AB которого 
равна a . Из конца K диаметра KР, парал-
лельного стороне АВ, сторона ВС видна 
под углом  . Найдите радиус окружно-
сти. 

Квадрат и окружность 
254. Площадь квадрата ABCD равна 

16. Окружность проходит через вершину 
А и касается прямых ВС и CD. Найдите 
радиус этой окружности. 

255. На окружности радиуса 5 распо-
ложены две смежные вершины квадрата. 
Расстояние между центрами квадрата и 
окружности равно 7. Вычислите сторону 
квадрата. 

256. На окружности радиуса R распо-
ложены две смежные вершины квадрата. 
Расстояние между центрами квадрата и 
окружности равно d. Вычислите сторону 
квадрата. 

257. Сторона квадрата ABCD равна 20. 
Проведена окружность с центром D ра-
диуса 4. Касательная, проведенная к этой 
окружности из вершины В, пересекает 
прямую CD в точке N. Найдите DN. 

258. Дан квадрат ABCD со стороной 7 
и окружность S с центром в точке А ра-
диуса 2. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся внешним образом окружности 
S, содержащейся внутри квадрата и ка-
сающейся двух его соседних сторон. 

259. (МИЭТ, 2000). Сторона квадрата 
равна a. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся стороны квадрата и окружно-
стей радиуса a с центрами в вершинах 
квадрата, принадлежащих одной из его 
сторон.  

260. На двух смежных сторонах квад-
рата построены во внешнюю часть две 
полуокружности и к ним проведены каса-
тельные, параллельные диаметрам. Най-
дите радиус окружности, касающейся 
этих полуокружностей и указанных каса-
тельных, если сторона квадрата равна 2а. 

Трапеция и окружность 
261. Трапеция с основаниями 10 и 24 

вписана в окружность радиуса 13. Найди-
те высоту трапеции. 

262. В окружность радиуса 2 5  впи-
сана трапеция с основаниями 8 и 2 11.  
Найдите длину диагонали трапеции.  

263. Трапеция ABCD с основаниями 
AD и ВС вписана в окружность с центром 
О. Найдите высоту трапеции, если ее 

средняя линия равна 5 и 
5sin .

13
AOB    

264. (ЕГЭ, 2010). В окружность радиу-

са 
2

53  вписана трапеция с основаниями 

3 и 4. Найдите расстояние от центра ок-
ружности до точки пересечения диагона-
лей трапеции. 

265. В окружность радиуса R вписана 
трапеция так, что расстояние от центра 
окружности до одного из ее оснований 
вдвое меньше соответствующего рас-
стояния до другого основания. Найдите 
периметр трапеции, если известно, что 
один из ее углов равен 60 . 

266. Трапеция, боковые стороны кото-
рой равны 13 и 15, описана около окруж-
ности. Радиус окружности равен 6. Най-
дите основания трапеции. 

267. В описанной около окружности 
равнобокой трапеции основания относят-
ся как 3:5. Из вершины меньшего осно-
вания опущена высота на большее осно-
вание; точка H – основание высоты. Из 
точки H опущен перпендикуляр HE на 
боковую сторону трапеции. В каком от-
ношении точка E делит боковую сторо-
ну? 

268. Периметр трапеции равен 112. 
Точка касания вписанной в трапецию ок-
ружности делит одну из боковых сторон 
на отрезки, равные 8 и 18. Найдите осно-
вания трапеции. 

269. (ЕГЭ, 2011). Периметр равнобед-
ренной трапеции равен 52. В трапецию 
вписана окружность радиуса 6. Прямая, 
проходящая через центр окружности и 
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вершину трапеции, отсекает от трапеции 
треугольник. Найдите отношение площади 
этого треугольника к площади трапеции. 

270. В равнобедренную трапецию с 
периметром 20 вписана окружность. Точ-
ка касания делит боковую сторону в от-
ношении 1:4. Прямая, проходящая через 
центр окружности и вершину трапеции, 
отсекает от трапеции треугольник. Най-
дите его площадь. 

271. (ЕГЭ, 2012). Боковые стороны 
AB  и CD  трапеции ABCD  равны 7 и 24 
соответственно. Отрезок, соединяющий 
середины диагоналей, равен 12,5, средняя 
линия трапеции равна 27,5. Прямые AB  
и CD  пересекаются в точке M . Найдите 
радиус окружности, вписанной в тре-
угольник BMC . 

272. В трапеции ABCD с основаниями 
10 и 30 боковые стороны АВ и CD равны 
20 и 24 соответственно. Прямые АВ и CD 
пересекаются в точке О. Найдите радиус 
окружности, описанной около треуголь-
ника ОВС. 

273. В трапеции длины боковых сторон 
равны 20 и 24, а длины оснований 30 и 10. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
меньшего основания трапеции и прямых, 
содержащих ее боковые стороны. 

274. В трапеции ABCD с основаниями 
AD и ВС известны длины сторон: 

13AB  , 4BC  , 13CD  , 14AD  . 
Найдите радиус окружности, касающейся 
двух сторон этой трапеции и диагонали. 

275. В прямоугольной трапеции с ос-
нованиями 18 и 32 тангенс острого угла 

равен 
12
7

. Найдите радиус окружности, 

которая касается одного из оснований, 
меньшей боковой стороны и диагонали 
трапеции. 

276. (МИОО, 2009). Дана трапеция 
ABCD, основания которой 44BC  , 

100AD  , а боковые стороны 
35AB CD  . Окружность, касающаяся 

прямых AD и АС, касается стороны CD в 
точке K. Найдите длину отрезка СK. 

277. (МИОО, 2010). Окружность S ра-
диуса 12 вписана в прямоугольную тра-
пецию с основаниями 28 и 21. Найдите 
радиус окружности, которая касается ос-
нования, большей боковой стороны и ок-
ружности S. 

278. Окружность S радиуса 24 вписана 
в равнобедренную трапецию с основа-
ниями 36 и 64. Найдите радиус окружно-
сти, которая касается основания, боковой 
стороны и окружности S. 

279. Площадь равнобедренной трапе-
ции, меньшее основание и высота равны 
120, 9 и 8 соответственно. Прямая, па-
раллельная ее основаниям, делит боко-
вую сторону в отношении 5:3, считая от 
большего основания. Найдите длину от-
резка, отсекаемого на этой прямой ок-
ружностью, вписанной в треугольник, 
образованный диагональю трапеции, ее 
основанием и боковой стороной. 

280. (Санкт-Петербургский ун-т, 
1980). Основания равнобедренной трапе-
ции равны а и b ( )b a , острый угол при 
вершине равен  . Найдите радиус ок-
ружности, проходящей через две верши-
ны трапеции и касающейся ее оси сим-
метрии. 

281. Около окружности радиуса r  
описана равнобочная трапеция, периметр 
которой равен p2 . Найдите большее ос-
нование трапеции. 

282. В окружность радиуса R вписана 
трапеция. Прямые, проходящие через 
концы одного основания параллельно бо-
ковым сторонам, пересекаются в центре 
окружности. Боковая сторона видна из 
центра под углом  . Найдите площадь 
трапеции.  

Шестиугольник и окружность 
283. (ЕГЭ, 2012). Точка О – центр пра-

вильного шестиугольника ABCDEF, в ко-
тором 10,5АС  . Найдите радиус ок-
ружности, касающейся окружностей, 
описанных около треугольников АОВ, 
COD и EOF. 
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284. Точка О – центр правильного 
шестиугольника ABCDEF со стороной 4. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
окружностей, вписанных в четырех-
угольники АВOF, CDOB и EFOD. 

Касающиеся окружности 
285. Окружность S  с центром в вер-

шине прямого угла прямоугольного тре-
угольника касается окружности, вписан-
ной в этот треугольник. Найдите радиус 
окружности S , если известно, что катеты 
треугольника равны 5 и 12. 

286. (МИОО, 2010). Дана окружность 
радиуса 4 с центром в точке O, располо-
женной на биссектрисе угла, равного 60°. 
Найдите радиус окружности, вписанной в 
данный угол и касающейся данной ок-
ружности, если известно, что расстояние 
от точки O до вершины угла равно 10. 

287. (ЕГЭ, 2011). Дана окружность ра-
диуса 4 с центром в точке O, располо-
женной на биссектрисе угла, равного 60°. 
Найдите радиус окружности, вписанной в 
данный угол и касающейся данной ок-
ружности внешним образом, если извест-
но, что расстояние от точки O до верши-
ны угла равно 10. 

288. Окружности радиусов R и r 
)( rR   касаются внешним образом. К 

ним проведена общая внешняя касатель-
ная; А и В – точки касания. Найдите ра-
диус окружности, касающейся внешним 
образом данных окружностей и касаю-
щейся прямой АВ. 

289. Две окружности радиусов R  и r  
( )R r  касаются в точке А. Определите 
сторону равностороннего треугольника, 
одна из вершин которого находится в 
точке А, а две другие лежат на разных 
окружностях. 

290. Две окружности радиусов R и r 
)( rR   касаются. Найдите радиус треть-

ей окружности, касающейся первых двух 
окружностей и прямой, проходящей че-
рез центры данных. 

291. Окружности радиусов 3 и 8 каса-
ются друг друга. Через центр одной из 
них проведены две прямые, каждая из 

которых касается другой окружности 
(точки A и B – точки касания). Найдите 
расстояние между точками A и B. 

292. Две окружности радиусов R  и r  
касаются внешним образом в точке A. На 
окружности радиуса r  взята точка В, 
диаметрально противоположная точке А, 
и в этой точке проведена касательная l. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
двух данных окружностей и прямой l. 

293. Через центры двух равных ка-
сающихся окружностей радиуса r  прове-
дена окружность радиуса 2r . Из некото-
рой точки, находящейся на последней ок-
ружности, описана окружность, касатель-
ная к первым двум. Найдите ее радиус. 

294. В окружности, радиус которой 
равен 10, проведена хорда 12.AB   Точ-
ка С лежит на хорде АВ так, что 

: 1:3.AC BC   Найдите радиус окружно-
сти, касающейся данной окружности и 
касающейся хорды АВ в точке С. 

295. (МИЭТ, 2003). Две окружности 
касаются внешним образом. Прямая ка-
сается первой окружности в точке M и 
пересекает вторую окружность в точках 
A и B. Найдите радиус первой окружно-
сти, если известно, что 12AB , 6MB , 
а радиус второй окружности равен 10.  

296. (МИЭТ, 2003). Две окружности 
касаются внутренним образом. Хорда AB 
большей окружности касается меньшей 
окружности в точке M. Найдите радиус 
меньшей окружности, если известно, что 
длины отрезков 28AM , 4MB , а ра-
диус большей окружности равен 20.  

297. Окружности 1S  и 2S  радиусов 16 
и 9 соответственно касаются в точке A . 
Через точку B, лежащую на окружности 

1S , проведена прямая, касающаяся ок-
ружности 2S  в точке M. Найдите BM, ес-
ли известно, что 4AB  . 

298. Отношение радиусов окружно-
стей 1S  и 2S , касающихся в точке В, рав-
но k ( 1)k  . Из точки А, лежащей на ок-
ружности 1S , проведена прямая, касаю-
щаяся окружности 2S  в точке С. Найдите 
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АС, если известно, что хорда, высекаемая 
окружностью 2S  на прямой АВ, равна b. 

299. (МИОО, 2010). На стороне пря-
мого угла с вершиной A  взята точка О, 
причем 7AO . С центром в точке О 
проведена окружность S радиуса 1. Най-
дите радиус окружности, вписанной в 
данный угол и касающейся окружности S. 

300. Окружность S проходит через 
вершину C прямого угла и пресекает его 
стороны в точках, удаленных от вершины 
C на расстояния 6 и 8. Найдите радиус 
окружности, вписанной в данный угол и 
касающийся окружности S. 

301. Окружности радиусов 2 и 1 каса-
ются в точке А. Найдите сторону равно-
стороннего треугольника, одна из вершин 
которого находится в точке А, а две дру-
гие лежат на разных окружностях. 

302. В прямоугольном секторе АОВ из 
точки В как из центра проведена дуга ОС 
(С – точка пересечения этой дуги с дугой 
АВ) радиуса ВО. Окружность 1S  касается 
дуги АВ, дуги ОС и прямой ОА, причем 
точки касания различны, а окружность 

2S  касается дуги АВ, прямой ОА и ок-
ружности 1S  (точки касания также по-
парно различны). Найдите отношение ра-
диуса окружности 1S  к радиусу окруж-
ности 2S . 

303. Угол ABC равен 60 , причем 
aBCAB  . Окружность 1S  касается 

AB в точке A, а окружность 2S  касается 
BC в точке C, кроме того, эти окружности 
касаются внешним образом. Найдите ра-
диусы этих окружностей, если известно, 
что их отношение равно двум. 

Пересекающиеся окружности 
304. Две окружности пересекаются в 

точках А и В. Через точку А проведены 
диаметры АС и AD этих окружностей. 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей, если 6BD  , 14BС  . 

305. Окружности радиусов 25 и 30 пе-
ресекаются в точках А и В. Найдите рас-
стояние между центрами окружностей, 
если 48AB  . 

306. (МИОО, 2012) Две окружности 
пересекаются в точках A и B. Через точку 
A проведены диаметры AC и AD этих ок-
ружностей. Найдите расстояние между 
центрами окружностей, если 3BD  , 

7BC  . 
307. Две окружности пересекаются в 

точках A и B. Через точку A проведены 
диаметры AC и AD этих окружностей. 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей, если BC a , BD b . 

308. Расстояние между центрами двух 
окружностей равно 20, длина радиуса од-
ной из них равна 10. Окружности пересе-
каются в точках А и В, причем 12AB  . 
Найдите длину радиуса второй окружно-
сти. 

309. (МИОО, 2010). Расстояния от 
общей хорды двух пересекающихся ок-
ружностей до их центров относятся как 
2:5. Общая хорда имеет длину 2 3 , а ра-
диус одной из окружностей в два раза 
больше радиуса другой окружности. 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей. 

310. Окружности с центрами О1 и О2 
пересекаются в точках А и В. Известно, 
что 1 90АО В   , 2 60АО В   , 

1 2 3 1О О   . Найдите длины радиусов 
окружностей. 

311. Общая хорда двух окружностей 
служит для одной из них стороной впи-
санного квадрата, а для другой – сторо-
ной правильного вписанного шести-
угольника. Найдите расстояние между 
центрами окружностей, если радиус 
меньшей из них равен r. 

312. (МИОО, 2010). Две окружности, 
касающиеся прямой в точках A  и В, пе-
ресекаются в точках C и D, причем 

8AB , 15CD . Найдите медиану СЕ 
треугольника АВС. 

313. (ЕГЭ, 2013). Окружность радиуса 
6 2  вписана в прямой угол. Вторая ок-
ружность также вписана в этот угол и пе-
ресекается с первой в точках M и N. Из-
вестно, что расстояние между центрами 
окружностей равно 8. Найдите MN. 
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314. (ЕГЭ, 2012). Угол С треугольника 
АВС равен 60 , D – отличная от А точка 
пересечения окружностей, построенных на 
сторонах АВ и АС как на диаметрах. Из-
вестно, что : 2 :3DB DC  . Найдите угол А. 

315. (ЕГЭ, 2012). Угол С треугольника 
АВС равен 30 , D – отличная от А точка 
пересечения окружностей, построенных 
на сторонах АВ и АС как на диаметрах. 
Известно, что : 2 :5DB DC  . Найдите 
синус угол А. 

316. (МГУ, 1984, аналог). Две окруж-
ности радиусов 8 и 6 пересекаются в точ-
ках A  и В. Через центры 1O  и 2O  окруж-
ностей проведена прямая; 1C  и 2C  – две 
из четырех точек пересечения этой пря-
мой с окружностями, причем точка 1C  
лежит на окружности с центром 1O , а 
длина отрезка 21CC  больше 16. Найдите 
расстояние между точками 1O  и 2O , если 
произведение площадей треугольников 

AOC 11  и BOC 22  равно 336. 
317. (ФЦТ, 2012). Радиусы окружно-

стей 1S  и 2S  с центрами 1O  и 2O  равны 1 
и 7 соответственно, расстояние между 
точками 1O  и 2O  равно 5. Хорда АВ ок-
ружности 2S  касается окружности 1S  в 
точке М, причем точки 1O  и 2O  лежат по 
одну сторону от прямой АВ. Найдите 
длину отрезка АВ, если известно, что 

: 1:6AM MB  . 
Непересекающиеся окружности 

318. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся двух концентрических окруж-
ностей радиусов 3 и 5. 

319. (МИОО, 2010). Найдите длину 
отрезка общей касательной к двум 
окружностям, заключенного между 
точками касания, если радиусы 
окружностей равны 23 и 7, а расстояние 
между центрами окружностей равно 34. 

320. (МИОО, 2010). Расстояние между 
центрами окружностей радиусов 1 и 9 
равно 17. Третья окружность касается 
обеих окружностей и их общей внешней 
касательной. Найдите радиус третьей ок-
ружности. 

321. (МИОО, 2010). Расстояние между 
центрами окружностей радиусов 1 и 9 
равно 17. Третья окружность касается 
обеих окружностей и их общей внутрен-
ней касательной. Найдите радиус третьей 
окружности. 

322. Даны две окружности радиусов 3 
и 4. Расстояние между их центрами равно 
25. К этим окружностям проведена общая 
внутренняя касательная. Найдите радиус 
окружности, касающейся общей внут-
ренней касательной и обеих данных ок-
ружностей. 

Три окружности 
323. Найдите радиусы трех попарно ка-

сающихся окружностей с центрами в вер-
шинах треугольника со сторонами 8, 9 и 
10. 

324. Точка В – середина отрезка АС, 
причем 6AC . Проведены три окруж-
ности радиуса 5 с центрами А, В и С. 
Найдите радиус четвертой окружности, 
касающейся всех трех данных. 

325. Дан отрезок длины 20. Три ок-
ружности радиуса 4 имеют центры в кон-
цах отрезка и в его середине. Найдите 
радиус четвертой окружности, касаю-
щейся трех данных. 

326. Три окружности радиуса r попар-
но касаются друг друга. Найдите радиус 
окружности, касающейся всех этих ок-
ружностей. 

327. Дан отрезок а. Три окружности 
радиуса R имеют центры в концах отрез-
ка и в его середине. Найдите радиус чет-
вертой окружности, касающейся трех 
данных. 

328. В полукруг радиуса R  вписаны 
два круга, касающиеся друг друга, полу-
круга и его диаметра. Радиус одного из 
кругов равен r . Найдите радиус другого 
круга. 

329. В квадрате АВСD, сторона кото-
рого равна а, из точки А как из центра 
проведена внутри квадрата дуга через 
вершины В и D. На стороне DС как на 
диаметре построена внутри квадрата по-
луокружность. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся проведенной дуги, полу-
окружности и одной из сторон квадрата. 
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330. В квадрате АВСD из точки А как 
из центра проведена внутри квадрата ду-
га, проходящая через вершины В и D. На 
сторонах ВС и СD как на диаметрах по-
строены внутри квадрата полуокружно-
сти. Найдите радиус окружности, касаю-
щейся построенных полуокружностей и 
дуги ВD, если стороны квадрата равны  а. 

331. Окружность вписана в квадрат со 
стороной 1. Из одной его вершины про-
ведена дуга окружности радиуса 1 до пе-
ресечения с другими двумя противопо-
ложными вершинами. Проведена окруж-
ность, которая касается вписанной ок-
ружности и проведенной дуги. Найдите 
радиус окружности, касающейся этой ок-
ружности, вписанной окружности и дуги. 

332. Около окружности описан квад-
рат со стороной а. На двух смежных сто-
ронах этого квадрата построены полуок-
ружности, расположенные внутри квад-
рата. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся этих двух полуокружностей и 
окружности. 

ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 
Произвольный треугольник 

Линейные и угловые элементы 
треугольника 

1. 30  или 150 . 2. 2  или 66 . 3. 11 
или 25. 4. 4 37  или 2 193 . 5. 5 и 41  
или 5 и 137 . 6. 2 или 3. 7. 39  или 109

. 8. 1arccos
3

 или 1arccos
3

  . 9*. 1, 7 , 

8  или 21 217
2

 , 7 , 21 217
2

 . 10. 

6 или 8. 11. 9
2

 или 36
7

. 12. 8 или 9. 13. 3
4

 

или 3( 3 1)
4
 . 14. 16: 1 или 8: 7. 15. 50°, 

55°, 75° или 35°, 40°, 105°, или 125°, 15°, 
40°, или 130°, 15°, 35°. 16. 60° или 120°. 
17. 60  или 120 . 18. 30  или 150 . 19. 
45  или 135 . 20. 45  или 135 . 21. 

36 ,A B     108C    или 12 ,A    
132 ,B    36C   , или 132 ,A    

12 ,B    36C   . 22. 120 ,A    
30 ,B C      или 30 ,A C      

120B   . 23. ,60A  ,15B  
 105C  или ,60A  ,105B  
 15C . 24. 90A B     или 

| | 90A B    . 25. arctg | tg tg |  . 26. 1) 
90 ,    90 ,   ,   если 90   , 

 90 ; 2) ,90  ,90   ,180   
если 90   ,  90 ; 3) 90 ,    ,90  

,180   если 90   , .90  27. 

2 2 2a b abk  . 28. Если 3
2

a  , то реше-

ний нет; если 3
2

a  , то одно решение 

5,0AC ; при 3 1
2

a   два 

21 4 3
2
aAC  

 ; при 1a   одно 

21 4 3
2
aAC  

 . 29. Если  900 , то 

2 2 2 sin
cos

a b ab  


; если  18090 , то  

2 2 2 sin
cos

a b ab  



. 30. 

2 2 2 cos
sin

a b ab  


, 

если точка В лежит внутри данного угла 
или вертикального к нему; 

2 2 2 cos
sin

a b ab  


 в остальных случаях.  

Площадь треугольника 

31. 60  или 120 . 32. 1 или 13 . 33. 24 
или 84. 34. 30 или 90. 35. 12 3  или 44 3.  

36. 
2
3  или .3  37. 4 3 . 38. 

3
1  или 

11
9 . 

39. 2 или 
2
3

. 40. 80 или 16. 41. 30 или 

150. 42. 12 или 20. 43. 8 или 72. 44. 3
2

 или 

2
3

. 45. 25 или 39. 46. arctg 6 ; arctg 6 ; 

2arctg 6  или 6arctg
2

; 6arctg
8

; 

arctg 6 . 47. 1 2| |
2

S S  или 
2

21 SS  .  
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Прямоугольный треугольник 

48. 3 или 41 . 49. 125
12

 или 250
7

. 50. 9
5 10

 

или 9
130

. 51. 3 2  или 5 2 . 52. 5
3

 или 

4. 53. 20 и 10 или 5 и 40. 54. 2,4 или 21,6.  

Равнобедренный треугольник 
55. ,36  ,36  108  или ,60  ,60  60 . 56. 

5
 ; 2 2;

5 5
   или 3 3; ;

7 7 7
   . 57. 150

11
 или 25

6

. 58. 3 2  или 2 3 . 59. 2 или 3 . 60. 1
8

 

или 
7
8

. 61. 1 или 0,6. 62. 3,6 или 6,4. 63. 

10 или 4 13 . 64. 32 или 16 2 . 65. 16 или 
16(2 3) . 66. 60 или 78. 67. 3 2  или 
5 2

2
. 68. 8 или 18. 69. 97  или 57 . 70. 

100ABCS ; 162AMHS  или 162ABCS  ; 

100AMHS . 71. 30
13

 или 90
13

. 72. 4 3  или 
47 3
3

.  

Произвольный четырехугольник 
73. 2:1 или 14:11.  

Параллелограмм 
74. 369  или 13. 75. 16 или 24. 76. 16 и 
24 или 10 и 30. 77. 3,5; 21. 78. 24 или 72. 

79. 7
20

 или 7
22

. 80. 150 или 100. 81. S  

или 3S . 82. 1:5 или 5:1. 83. 7 или 312 . 
84. 8 или 2 6 . 85. 6 и 8 или 4 и 12. 86. 

3
13  или 

3
19 .  

Ромб 
87. 60 ; 120  или 30 ; 150 . 88. 

1

2 5 2 3
 или 1

2 5 2 3
. 89. 

2
a

 или a , 

или 
7

2
a

. 90. 135
16

 или 80
9

. 91. 5 или 10
9

. 

92. 16 3ABCDS  , 12 3AMHKS   или 
12 3ABCDS  , 16 3AMHKS  . 

Прямоугольник 
93. 2 или 8. 94. 10; 25 или 7,5; 18,75.  

95. 5
9

AQ
QC

  или 9
5

AQ
QC

 . 96. 15 5
4

 или 

60 5
17

. 97. 882 или 1152. 98. 2 или 2,5.  

Квадрат 
99. 2 / 3  или 18. 100. 16 или 48. 101. 15  

или arctg 7 . 102. 60  или 150 . 103. 24
5

 

или 240
49

. 104. 60
11

 или 1560
189

. 105. 3 6 .
6

а  

106. 6 2
2
  или 6 2

2
 . 107. 6 2  

или 6 2 . 108. 2
2

 или 3
10

. 109. 

25ABCDS ; 18AMHKS  или 18ABCDS ; 
25AMHKS  .  

Трапеция 
Линейные и угловые элементы 

трапеции 

110. ||
2
1 ba  . 111. 41

2
 или 5 41

2
. 112. 

110 или 124. 113. 12 или 12 3 . 114. 28 
или 2 181 . 115. 6 или 14, или 24. 116. 36 

или 198 . 117. 1arccos
5

; 
5

1arccos180   

или 
5

2arccos ; 
5

2arccos180  .  

Площадь трапеции 

118. 900 или 780. 119. 3 или 4. 120. 280
3

 

или 2520
31

. 121. 25 или 100, или 400. 122. 8 

или 3,2. 123. 27 или 45
7

. 124. 45
2

 или 72
5

. 

125. 4
9

 или 5
9

. 126. 40  или 80 .  

127. 
2 22
3

a b
 или 

2 22
3

a b . 128. 12 2  

или 12 3 . 129. 1 или 260
7

. 130. 72 3  или 

27 5 . 131. 30 или 60. 132. 
2

3S  или 
2
S . 
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133. 
4
S  или 9

20
S . 134. 

2 3
4

a  или 22 3a . 

135. 7
9
a  или 17

18
a . 136. ( ) tg

2 | |
ab a b

a b
  


.  

Многоугольник 

137. 48  или 168 . 138. 4 или 1
5

. 139. 2 или 

1
3

. 

Окружность и круг 
140. 60 или 120 . 141. 30 или 150 .  142. 
15  или 75 . 143.  NACMAB 40  
или 140MAB NAC    , или 

140MAB   , 40NAC   , или 
40MAB   , 140NAC   . 144. 2 5  или 

2 95 .145. arctg3 , 1arctg
3

. 146. 8 или 15. 

147. 2 3  или 3. 148. 5,5 или 11,5. 149. 

2
355 . 150. 53  или 13 . 151. 

54 12 13 . 152. 82,5; 157,5. 153. 2,5 или 

5. 154. 
 2 2

2

x y r y

x

 
; 
 2 2

2

x y r x

y

 
.  

Угол и окружность 
155. ;90  ;45  45  или ;90  arctg3;  arcctg3

. 156. 7 2 5  или 527  . 157. 4 6 . 

158. 8 2 3
3

 . 159. 12 или 3 2 . 160. 2  

или 5 2 .  

Произвольный треугольник  
и окружность 

161. 0,6 или 0,8. 162. 9 3
4

 или 75 3
28

. 

163. 3 или 6. 164. 6(14 79)
6
  или 

6(21 105)
8
 . 165. 17 или 39. 166. 20 или 

25. 167. 4,5 или 6. 168. 5 2  или 2 . 169. 

12 3  или 4 3(5 2 13)
3
 . 170. 

)13(2
15sin
2




 или )13(2
105sin
2




. 

171. 
15sin

3
)26(3   или 

75sin
3  

)26(3  . 172. 50  или .80  173. 20  
или 110 . 174. 115  или 155 . 175. 45
или 135 . 176. 30  или 150 . 177. 1 или 

7 . 178. 2 6 15 . 179. 3 3 4 . 180. 

3512 . 181.  26 13 69 299 39   . 

182. 38  или 24. 183. 11 2
2

. 184. 2 или 

14. 185. 7,5 или 7,2. 186. 9
4

 или 9. 187. 13 

или 57 . 188. 21arcsin
7

 или 21arcsin
14

. 

189. 24 или 1,8. 190. 72
7

 или 72
13

. 191. Ес-

ли 
2

abS  , то решений нет; если 
2

abS  , 

то одно решение 
2 2

2
a bR 

  (хорды 

взаимно перпендикулярны); если 
2

abS  , 

то два решения 
2 2 2 2 22 4

4
abR a b a b S
S

    (верхний 

знак берется, когда угол между хордами 
острый, нижний знак, если угол тупой). 

Равнобедренный треугольник 
и окружность 

192. ;40  ;80  60  или ;60  ;20  100 . 
193. 35  или 55 . 194. 6,4 или 8. 195. 12 
или 108. 196. 3 ; 2 3  или 2 3 ; 3 . 

197. 4 или 12. 198. 6 или 7,5. 199. 21
4

 или 

9
2

. 200. 9 или 10,5. 201. 7203
62

 или 651
4

. 

202. 2,5 или 0,5 97 . 203. 
3
1arccos  или 

3
2arccos . 204. 1 1 2arccos

2
k  . 205. 50,7 

или 169. 206. 24 или 80. 207. 8 21,  

10 21,  10 21  или 48, 40, 40. 208. 4
5

 или 

3
2

. 209. 3arccos
7

 или 2arccos
3

. 210. 24
5

 

или 48
11

. 211. 6  или 12 . 212. 
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)(2 baa   или 2 ( )b a b . 213. 5 3 6 . 

214. | |
2

a b . 215. 16 или 81. 216. 
3
R  или 

(3 2 2)
3

R . 217. 4 или 260
59

. 218. 10 см 

или 90 см. 219. 1
5

 или 5
7

. 220. 3: 2  или 

1: 2 . 221. 40
27

 или 10(17 4 13)
27
 . 222. 74  

или 169.
5

 223. 5 5
2
  или 3

2
. 224. 

39 9 13
2

  или 26 4 13
3

 , или 10.
3

 225. 

625
48

 или 125
8

. 226. 10
3

 или 730
3

. 227. 

40 или 45. 228. 9 или 36.  

229. 
 2

2 2 4 2

2

4 4 2

2

S Sr r r

S r

  


 или 

 2
2 2 4 2

2

4 4 2

2

S Sr r r

S r

  


. 230. Если 

0
3


   , то 
cos sin

2

1 sin
2

R    
 




 или 

cos sin
2

1 sin
2

R    
 




; если 
3


  , то 

cos sin
2 2

1 sin
2

R
R

   
  




; если 
3 2
 
   , то 

cos sin
2

1 sin
2

R    
 




 или 
sin cos

2

1 sin
2

R    
 




. 

Четырехугольник и окружность 

231. 5
2

 или 21
3

. 232. 4 15
5

 или 8 15
15

. 

233. 
22a

a b
 или 2ab

b a
. 234. 

2 2( ) ctg
2

R R r
r
 

  

или 
2 2( ) ctg

2
r r R

R
 

 . 235. 
2

2 ctg
2

r
R


  или 

ctg
2

Rr  .  

Параллелограмм и окружность 

236. 30  или 60 . 237. 35 3
12

 или 23 3
6

. 

238. 3  или 5 3 19
2
 . 239. 192

17
 или 

1728
25

. 240. 2
3
  или 4

7
 . 241. 10 4 3 .  

242. 2 2 2 cos | ctg |a b ab    .  

243.  2 (1 cos ) tg
2

a b ab 
    .  

Ромб и окружность 

244. 2
3

 или 2 3 . 245. 1 или 3 . 246. 91
17

 

или 221
7

. 247. 9,6 или 2,1. 248. 2 3
3

 или 

7 3
10

.  

Прямоугольник и окружность 

249. 3( 15 11)
2
 . 250. 5 1 . 251. 5 или 

37
3

. 252. 3. 253. 
2 | cos |

a


.  

Квадрат и окружность 

254. 4 2( 2 1)  или 4 2( 2 1) . 255. 6 

или 8. 256. 
2 22

2
d R d  . 257. 5 или 20

3
. 

258. 3 или 16 9 2 . 259. 
16
a  или 3 ,

8
a  или 

6
a , или 

2
a . 260. 2(2 3)a  или 2а.  

Трапеция и окружность 

261. 7 или 17. 262. 2 7 2 11  или 

2 13 2 11 . 263. 1 или 25. 264. 
14

29324 

. 265. 11 7
7
R . 266. 7; 21 или 12; 16. 267. 

1:15 или 1:3. 268. 14; 42 или 24; 32. 269. 
1
2

 или 162
299

. 270. 10 или 128
11

. 271. 1,8 или 

4,8. 272. 25
4

 или 75
4

. 273. 3 или 8. 274. 4 
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или 3
2

. 275. 6 или 8. 276. 5 или 30. 277. 3 

или 4
3

. 278. 4 или 6. 279. 2 10  или 2 3 .  

280. 2

2 sin
4cos

a b ab  


. 281. 
2 216
2

p p r   

при rp 4 ; при rp 4  трапеция пре-

вращается в квадрат. 282. Если 
3


 , то 

два решения 2 sin 1 sin
2

R    
 

; если 



3

, то одно 





 


2
sin1sin2R .  

Шестиугольник и окружность 

283. 7 или 3. 284. 2 3 .  

Касающиеся окружности 

285. 2( 2 1) . 286. 2 или 14, или 6, или 
14
3

. 287. 2 или 14. 288. 2( )
R r

R r
. 289. 

2 2

3Rr
R Rr r 

 или 
2 2

3Rr
R Rr r 

. 290. 

2

4 ( )
( )
R r R r

R r



 или 2

4 ( )
( )
R r R r
R r




. 291. 24 7
11

 

или 16 57
11

, или 4,8. 292. R r  или 

( )r R r
R
 . 293. ( 6 2 1)r   . 294. 0,75 или 

6,75. 295. 3 или 27. 296. 7 или 1,75. 297. 5 
или 7 . 298. 2b k k . 299. 4 или 12. 300. 

4 или 24. 301. 2 или 2 21
7

. 302. 

4(2 3) .
3


 303. 35 3 3
4

a  и 35 3 3
2

a , 

или 3
6

a  и 3
3

a , или 3
3

a  и 2 3
3

a , или 

35 3 3
4

a  и 35 3 3
2

a . 

Пересекающиеся окружности 
304. 4 или 10. 305. 25 или 11. 306. 2 или 5. 

307. 
2

a b  или | | .
2

a b  308. 6 5  или 

2 205.  309. 3 или 7. 310. 2 ; 2 или 

2(2 3) ; 2(2 3) . 311. ( 3 1)
2

r   или 

( 3 1)
2

r  . 312. 16 или 1. 313. 4 2  или 

4 14 . 314. 5 93arcsin
62  или 93arcsin

62
. 

315. 3 111
74

 или 7 111
74

. 316. 6 2 2 . 317. 

7 3,  или 7 143
6

.  

Непересекающиеся окружности 

318. 1 или 4. 319. 16; 30. 320. 225
64

 или 

225
16

, или 225
4

, или 25
4

. 321. 189
4

 или 21
4

. 

322. 36 или 48.  

Три окружности 
323. (4,5; 3,5; 5,5), (13,5; 5,5; 3,5), (5,5; 

13,5; 4,5), (3,5; 4,5; 13,5). 324. 9
20

 или 
10
9 .  

325. 6,25 или 12,5. 326. 2 1
3

r  
  
 

.  

327. Если 
4 2
a aR  , то одно решение 

2

16
a

R
; если 

4
0 aR   или 

2
aR  , то два 

R
a

16

2

 или 
R

a
8

2

.  

328.  2
2 3 2 8( 2 )

( 2 )
Rr R r R Rr

R r
  


.  

329. (9 6)
25

a  , (3 2 2)
2

a  , 4 .
25
a  

330. (5 3 2)
7
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